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Poglavlje 1
Uvod
1.1 Kuprati i visokotemperaturna supravodljivost
Kuprati su vodljivi sustavi slojevite perovskitne strukture. Na Slici 1.1(a) prikazana je
jedinicˇna c´elija materijala La2−xSrxCuO4. Ovdje CuO2 ravnine alterniraju sa (La,Sr)O
ravninama. Svojstva kuprata odred¯ena su prije svega ponašanjem vodljivih elektrona
u CuO2 ravninama. Ona jako ovise o broju dopiranih šupljina, kao što se vidi na Slici
1.1(b).
(a) (b)
Slika 1.1: (a) Kristalna struktura La2−xSrxCuO4 kristala. (b) Shematski prikaz faznog
dijagrama kuprata dopiranih šupljinama.
Stehiometrijski uzorci u svim kupratima su Mottovi antiferomagnetski izolatori i
to ostaju do dopiranja δ ≈ 0.04. Izmed¯u δ ≈ 0.05 i δ ≈ 0.25 pojavljuje se supravod-
ljivo ured¯enje. Kriticˇna temperatura Tc ovisi o dopiranju na nacˇin ilustriran na slici.
Optimalnom dopiranju odgovara δop ≈ 0.15 i karakterizira ga maksimalna kriticˇna
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temperatura Tc. Za dopiranja manja od optimalnog dopiranja govorimo o poddopira-
nim kupratima. Za T > Tc, njih karakterizira jako raspršenje vodljivih elektrona na
AFM fluktuacijama. U podrucˇju T ∗ > T > Tc pojavljuje se pseudoprocjep u gustoc´i
stanja. Za δ > δop govorimo o naddopiranim kupratima. Za T > Tc, normalno stanje
vodljivih elektrona je slicˇno svojstvima obicˇnih Fermijevih tekuc´ina.
Parametar supravodljivog ured¯enja je dx2−y2 simetrije. To je eksperimentalno do-
kazano pomoc´u raznih tehnika (npr. ARPES [1]). Zajedno s gotovo zanemarivim
izotopnim efektom, dx2−y2 simetrija parametra ured¯enja ukazuje na nekonvencionalno
porijeklo supravodljivosti u kupratima.
U stehiometrijskim uzorcima sa zanemarenom hibridizacijom imamo Cu2+ ione u
vodljivim ravninama što odgovara 3d9 konfiguraciji. To znacˇi da ionu bakra nedostaje
jedan elektron kako bi svih pet 3d orbitala bilo popunjeno. Stoga je 3dx2−y2 orbi-
tala, cˇija je orbitalna energija najviša, u ovom slucˇaju polupopunjena. S druge strane,
O2− ioni imaju zatvorenu ionsku konfiguraciju. Pritom matricˇni elementi preskoka sa
3dx2−y2 orbitale na bakru na 2pz i na jednu od 2pσ orbitala na kisicima išcˇezavaju zbog
simetrije. Unatocˇ polupopunjenoj vrpci, δ = 0 sustavi nisu dobri vodicˇi. Naime, jake
elektronske korelacije otvaraju AFM procjep u elektronskoj gustoc´i stanja, te se δ ≈ 0
uzorci ponašaju kao antiferomagnetski Mottovi izolatori [Slika 1.1(b)].
Podrucˇje izmed¯u CuO2 ravnina služi kao rezervoar naboja. Na primjer, svaka za-
mjena atoma La s atomom Sr u La2CuO4 na koncu vodi do dodavanja jedne šupljine
u vodljivu ravninu (to slijedi iz cˇinjenice da su ioni sa zatvorenom ionskom konfigu-
racijom u ta dva slucˇaja La3+ i Sr2+). Stoga c´e u sustavu La2−xSrxCuO4 broj nosioca
naboja δ , mjeren relativno prema polupopunjenju, biti jednak broju x.
1.2 Elektrodinamicˇka svojstva kuprata
Fazni dijagram kuprata prikazuje kako se svojstva elektonskog podsustava mijenjaju
s promjenom dopiranja i temperature. Najvec´i dio informacija na tom faznom dija-
gramu možemo prikupiti mjerenjem elektrodinamicˇkih i transportnih svojstava. Na-
ravno, promjena elektronskih svojstava ne dogad¯a se na svim energetskim skalama.
Na Slici 1.2(a) prikazana su mjerenja koeficijenta refleksije na sobnoj temperaturi za
tri razlicˇita nivoa dopiranja. Znacˇajne promjene u spektru s promjenom dopiranja na-
lazimo samo u podrucˇju h¯ω . 4 eV. To se još bolje vidi na Slici 1.2(b), gdje je prika-
zana dinamicˇka vodljivost σ(ω) koja je dobivena iz izmjerenog koeficijenta refleksije
pomoc´u Kramers-Kronigove analize. U nisko-energetskom režimu (h¯ω < 1 eV) uocˇa-
vamo pojavu Drudeovog vrha s porastom dopiranja. Med¯utim, ovisnost vodljivosti o
frekvenciji je sporija od obicˇne ω−2 Drudeove ovisnosti. Takod¯er, jasno se vidi struk-
tura na energijama reda 0.5 eV te med¯uvrpcˇani doprinosi na energijama vec´im od 1.5
eV.
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(a) (b)
Slika 1.2: (a) Izmjereni koeficijent refleksije u La2−xSrxCuO4 za tri razlicˇita dopira-
nja (x = 0, 0.15, 0.34) [2]. (b) Dinamicˇka vodljivost σ(ω) u podrucˇju energija do 4
eV (dobiveno Kramers-Kronigovom transformacijom izmjerenog koeficijenta reflek-
sije [2]).
Slika 1.3 prikazuje ovisnost otpornosti o temperaturi u La2−xSrxCuO4 uzorcima za
razlicˇite vrijednosti dopiranja (δ = x). Na Slici 1.3(a) razlikujemo izolatorsku i vod-
ljivu fazu, dok Slika 1.3(b) prikazuje temperaturnu ovisnost za dopiranja kod kojih se
pojavljuje supravodljivo ured¯enje. U poddopiranom režimu (plave linije) imamo kom-
pliciranu temperaturnu ovisnost za koju je odgovorno parcijalno uništenje Fermijeve
plohe koje je posljedica otvaranja AFM pseudoprocjepa u elektronskoj gustoc´i stanja.
U optimalnom režimu (zelene linije) otpornost je linearna u temperaturi i ne dolazi do
njene saturacije na visokim temperaturama. U naddopiranom režimu (crvene linije)
otpornost ima ovisnost ∼ Tα za α > 1.
Slika 1.4 prikazuje dinamicˇku vodljivost HgBa2CuO4+x i Bi2Sr2CaCu2O8 kuprata.
Poddopirani slucˇaj prikazan je na Slici 1.4(a). U normalnom stanju (T > Tc) za najviše
temperature ponašanje vodljivosti slicˇi obicˇnom Drudeovom modelu. Kako tempe-
raturu smanjujemo do Tc (sive linije), uocˇavamo potiskivanje vodljivosti za energije
ispod 140 meV. To potiskivanje odgovara pojavi AFM pseudoprocjepa te je poprac´eno
promjenom spektralne težine ω ≈ 0 doprinosa, koja raste s padom temperature. Ako
se nosioci naboja relaksiraju iskljucˇivo na necˇistoc´ama, širina Drudeovog vrha koja
odgovara mjeri relaksacije (1/τ) je konstantna. Med¯utim, kada su izvor relaksacijskih
procesa interakcije med¯u nosiocima naboja mjera relaksacije ovisna je o frekvenciji,
1/τ(ω,T ). To je upravo slucˇaj u poddopiranim kupratima. Naizgled istu sliku dina-
micˇke vodljivosti dobivamo za optimalni i naddopirani slucˇaj [Slika 1.4(b)]. Med¯utim,
ovdje nije rijecˇ o postupnom gubitku vodljivosti oko ω ≈ 0, vec´ o nagloj promjeni za
4 POGLAVLJE 1. UVOD
(a) (b)
Slika 1.3: (a) Otpornost La2−xSrxCuO4 uzoraka za x = 0.01− 0.10 u 0.01 interva-
lima [3]. (b) Otpornost La2−xSrxCuO4 uzoraka za dopiranja kod kojih se pojavljuje
supravodljivo ured¯enje [3].
(a) (b)
Slika 1.4: (a) Dinamicˇka vodljivost σαα(ω) poddopiranih HgBa2CuO4+x kuprata u
rasponu temperatura 10 < T < 390 K. Sive linije oznacˇavaju mjerenja u supravod-
ljivo ured¯enom stanju. 2D vodljivost definirana je sa G(ω) = dcσαα(ω), gdje je dc
udaljenost izmed¯u vodljivih ravnina. Kvant vodljivosti je G0 = 2e2/h [4]. (b) Di-
namicˇka vodljivost σαα(ω) za optimalno dopirani uzorak Bi2Sr2CaCu2O8 kuprata u
normalnom i supravodljivom stanju [5].
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(a) (b)
Slika 1.5: (a) Transverzalno pravilo suma za dinamicˇku vodljivost sa Slike 1.4(b).
Crtkane linije oznacˇavaju unutarvrpcˇane doprinose, a razlika izmed¯u punih i crtkanih
linija med¯uvrpcˇane doprinose. Tocˇkasta linija oznacˇava broj nosioca naboja koji sudje-
luju u supravodljivom kondenzatu [5]. (b) ARPES mjerenja supravodljivog procjepa
i AFM pseudoprocjepa za poddopirani Bi2Sr2CaCu2O8+x kuprat. Plava linija ozna-
cˇava procjep u supravodljivom stanju. Procjep ima dx2−y2 simetriju i išcˇezava za iznos
Fermijevog kuta θ = 45◦ koji odgovara tocˇki (kF ,kF) Fermijeve plohe. Crvena linija
prikazuje ovisnost AFM pseudoprocjepa o kutu θ [6].
Slika 1.6: Evolucija Fermijeve plohe za razlicˇita dopiranja u La2−xSrxCuO4 uzorcima.
(a)-(e) Prikaz spektralne težine u k prostoru na Fermijevoj energiji EF . (f) Oblik Fer-
mijevih ploha u istom slucˇaju kada je AFM pseudoprocjep zanemaren [7]. Za razliku
od La2−xSrxCuO4, za veliku vec´inu kuprata oblik Fermijeve plohe u naddopiranom
slucˇaju ostaje zakrivljen [vidi Sliku 1.8(a)].
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T < Tc.
U obicˇnim BCS supravodicˇima svi nosioci naboja su kondenzirani na T = 0 K,
ali za kuprate to nije slucˇaj. Naime, Slika 1.5(a) prikazuje efektivni broj nosioca na-
boja u normalnom i supravodljivom stanju za optimalno dopirani slucˇaj. Vidimo da pri
T = 20 K samo 1/5 dopiranih nosioca naboja sudjeluje u kondenzatu. Za poddopirani
slucˇaj taj udio je još manji. Taj rezultat govori da postoje jake korelacije med¯u nosi-
ocima naboja u kupratima koje dovode do toga da je efektivan broj nosioca naboja ne f fαα
mali u usporedbi s nominalnom koncentracijom n (to pitanje c´emo temeljito istražiti u
Poglavlju 5).
Kod razmatranja supravodljivog stanja u kupratima postavlja se pitanje prirode nor-
malnog stanja iz kojeg ono nastaje. Možemo se pitati imamo li dobro definiranu Fer-
mijevu plohu za dopiranja kod kojih se pojavljuje supravodljivo ured¯enje. Otvaranje
pseudoprocjepa oko k = (pi,0) [Slika 1.5(b)] rezultira ponašanjem vodljivih elektrona
koje ne možemo opisati u modelu obicˇnih Fermijevih tekuc´ina. Na Slici 1.6 prikazane
su eksperimentalne Fermijeve plohe za razlicˇita dopiranja 0.03 < x < 0.30. U poddo-
piranom slucˇaju imamo pseudoprocjep centriran oko k = (pi,0), pa Fermijeva ploha
poprima oblik Fermijevog luka oko k ≈ (pi/2,pi/2). Generalno, dužina Fermijevog
luka se povec´ava s povec´anjem temperature1. Fermijev luk c´e se takod¯er širiti kada
dopiramo sustav, sve dok u naddopiranom slucˇaju ne prijed¯e u punu Fermijevu plohu.
1.3 Efektivan model s jednom vrpcom
Kako u CuO2 ravninama imamo tri orbitale po jedinicˇnoj c´eliji koje su najbliže Fermi-
jevoj energiji, sustav vodljivih elektrona c´e biti dobro opisan Emeryevim modelom tri
vrpce [8,9]. To je arhetipski model kuprata u kojem elektroni mogu preskakati izmed¯u
susjednih 2pσ , te izmed¯u susjednih 2pσ i 3dx2−y2 orbitala [Slika 1.7(a)]. Matricˇni ele-
menti preskoka su tpd i tpp. Model mora ukljucˇivati i jake interakcije na ionima bakra
koji c´e dovesti do antiferomagnetskog ured¯enja polupopunjene vrpce.
Za mnoga razmatranja jednostavnije je koristiti efektivan model s jednom vrp-
com koji odgovara Emeryevom modelu u granici uskih vrpci tpp, tpd  ∆pd , gdje je
∆pd = Ep−Ed [10]. Model se sastoji od efektivnih 3dx2−y2 orbitala u kvadratnoj re-
šetci gdje su dozvoljeni prijelazi izmed¯u prvih i drugih susjeda [parametri t i t ′ na Slici
1.7(b)]. Parametre t i t ′ možemo odrediti usporedbom s izmjerenim Fermijevim plo-
hama. Kao što se vidi na Slici 1.8, u naddopiranim kupratima, koji su u centru interesa
ovog rada, Fermijeva ploha je slicˇna kružnici centriranoj oko tocˇke M = (pi/a,pi/a).
1Na temperaturi T ∗ pseudoprocjep c´e potpuno išcˇeznuti. To je upravo definicija karakteristicˇne
temperature T ∗.
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Slika 1.7: (a) Emeryjev model tri vrpce s prikazanim orbitalama i matricˇnim elemen-
tima preskoka. (b) Model jedne vrpce s efektivnim 3dx2−y2 orbitalama te matricˇnim
elementima preskoka izmed¯u prvih i drugih susjeda.
(a) (b)
Slika 1.8: (a) Prilagodbe modela tri vrpce za uzorke Bi2Sr2CuO6+x kuprata pri do-
piranju δ = 0.24 [11]. Za razliku od La2−xSrxCuO4 slucˇaja, Fermijeva ploha ostaje
zakrivljena. (b) Ekvienergetske plohe za disperziju (1.3.1) u slucˇaju t ′ = 0. Ploha
oznacˇena crvenom bojom je Fermijeva ploha za dopiranje δ = 0 i definira AFM prvu
Brillouinovu zonu. Plava ploha odgovara naddopiranom režimu.
Buduc´i da imamo jednu orbitalu po jedinicˇnoj c´eliji, Blochove energije dobivamo
pomoc´u generalnog izraza ε(k) = ε0 +∑δ J(rδ )eik·rδ . Ovdje su J(rδ ) matricˇni ele-
menti preskoka, a suma po indeksu δ obuhvac´a prve i druge susjede. Direktnim uvr-
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(a) (b)
Slika 1.9: (a) Disperzija efektivnog jednovrpcˇanog modela dana izrazom (1.3.1). Cr-
vena crtkana linija oznacˇava energiju koja odgovara naddopiranom režimu. (b) Gus-
toc´a stanja elektrona V0n(ε) i koncentracija elektrona V0n0 u vodljivoj vrpci za disper-
ziju (1.3.1). V0 oznacˇava volumen primitivne c´elije, a za parametar Γ iz (1.3.3) uzeta
je vrijednost 0.002 eV. Koncentracija je izracˇunata preko n0 =
∫ ε
−∞ n(ε)dε , te pritom
V0n0 = 2 odgovara punoj vrpci. Energija ε = 0 eV odgovara polupopunjenoj vrpci,
ε =−0.11 eV optimalnom dopiranju i ε =−0.169 eV dopiranju δ ≈ 0.25.
štavanjem dobivamo [a1 = a(1,0), a1 = a(0,1)]
ε(k) = ε0+ t
[
eik·a1 + eik·a2 + e−ik·a1 + e−ik·a2
]
+ t ′
[
eik·(a1+a2)+ e−ik·(a1+a2)+ eik·(a1−a2)+ e−ik·(a1a2)
]
,
ε(k) = ε0+2t [cos(kxa)+ cos(kya)]+4t ′ cos(kxa)cos(kya).
(1.3.1)
Ovdje je a konstanta rešetke, a ε0 = −µ oznaka kemijskog potencijala pomoc´u kojeg
kontroliramo dopiranje. Na Slici 1.9(a) prikazana je disperzija za parametre t =−0.32
eV, t ′ = 0.095 eV i ε0 = 0.212 eV. Gustoc´u stanja definiramo sa
n(ε) =
1
V ∑k,σ
δ (ε− ε(k)), (1.3.2)
gdje delta funkciju aproksimiramo lorencijanom2
δ (x− x0) = 1pi limΓ→0+
Γ
(x− x0)2+Γ2
≈ 1
pi
Γ
(x− x0)2+Γ2 , Γ 1.
(1.3.3)
Na Slici 1.9(b) prikazana je gustoc´a stanja te pripadna koncentracija elektrona na T = 0
K kao funkcija energije. Parametri disperzije su izabrani tako da vrijednost ε = 0 eV
2Naravno, parametar Γ iz definicije lorencijana nema nikakve veze s mjerom relaksacije Γ iz kasnijih
poglavlja.
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odgovara polupopunjenoj vrpci, tj. slucˇaju δ = 0. Infleksija u tocˇki X u disperziji
odgovara van Hoveovoj (vH) singularnosti na ε = −0.169 eV u gustoc´i stanja. To
pak odgovara dopiranju δ = 0.25, za koje Fermijeva energija prelazi vH singularitet.
Na Slici 1.8 prikazane su Fermijeve plohe u naddopiranom režimu. One su otprilike
kružnog oblika, gdje podrucˇje van kružnica odgovara elektronski popunjenim stanjima.
1.4 Pregled rada
Rad je podjeljen u dva dijela. U prvom dijelu razmatramo normalno stanje, te on obu-
hvac´a Poglavlja 2, 3, 4 i 5. Cilj tog dijela je provod¯enje metode memorijske funkcije
za tenzor vodljivosti u formalizmu jednadžbi gibanja i Matsubarinom formalizmu. U
drugom dijelu razmatramo supravodljivo stanje, te on obuhvac´a Poglavlja 6 i 7. U
Poglavlju 6 uvodimo model s više vrpci, te izvodimo Mattis-Bardeenov rezultat za di-
namicˇku vodljivost BCS supravodicˇa, dok u Poglavlju 7 razmatramo kako se izrazi za
vodljivost iz prethodnog poglavlja modificiraju kod naddopiranih kuprata. Matsubarin
formalizam koristi se u potpoglavlju 5.4, te dodacima C.1, C.2, D.2 i D.4. Buduc´i
da se sva pitanja koje analiziramo pomoc´u Matsubarinog formalizma raspravljaju i u
formalizmu jednadžbi gibanja, ti dijelovi rada se mogu preskocˇiti u prvom cˇitanju.
Poglavlje 2
Drudeova formula za tenzor
vodljivosti
Razumijevanje elektricˇnih fenomena u fizici cˇvrstog stanja sastoji se od razumijevanja
kako odred¯eni transportni koeficijenti koji nam daju informaciju o vodljivim elektro-
nima sustava (istosmjerna vodljivost, Hallov koeficijent, magnetootpornost, itd.) ovise
o mikroskopskim parametrima elektronskog podsustava, na primjer, o disperziji elek-
trona u vodljivoj vrpci, o razlicˇitim mehanizimima raspršenja vodljivih elektrona, te
o razlicˇitim oblicima med¯udjelovanja elektrona. Obicˇno, kako bismo istražili nisko-
energetska pobud¯enja sustava, prvo moramo primijeniti slabu perturbaciju, te potom
mjeriti pripadni odgovor. Na primjer, za elektricˇne transportne koeficijente možemo
primijeniti elektricˇno polje i mjeriti pripadnu elektronsku gustoc´u struje1.
U ovom poglavlju c´emo dati pregled vodljivosti u metalima unutar Drudeovog i
Boltzmannovog formalizma, te naglasiti nedostatke Drudeove formule. Nosioci na-
boja su elektroni/šupljine, tj. cˇestice. S druge strane, u teoriji Fermijevih tekuc´ina
imamo pobud¯enja kvazicˇestica. Kasnije c´emo izvesti opc´enitiji oblik tenzora vodlji-
vosti preko formalizma jednadžbi gibanja i Matsubarinog formalizma.
2.1 Drudeov model
Najjednostavniji mikroskopski model vodljivih elektrona koji daje dobar oblik elek-
tricˇnih transportnih koeficijenata jednostavnih metala je onaj Drudeov. Drudeov mo-
del je specijalni slucˇaj modela želea u kojem se zanemaruju doprinosi dugodosežnih
kulonskih interakcija, te centar fenomenologije postaju relaksacijski procesi vezani uz
raspršenje vodljivih elektrona na necˇistoc´ama, fononima i slicˇno. Sam model svodi se
na rješavanje jednadžbe gibanja vodljivih elektrona u dovoljno rijetkom elektronskom
1Nasuprot elektricˇnim transportnim koeficijentima imamo one termalne, cˇija perturbacija odgovara
gradijentu temperature, ∇T . U ovom radu se nec´emo baviti termalnim transportom.
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podsustavu
m
(
d
dt
+
1
τ
)
v = q
(
E+
1
c
v×H
)
, (2.1.1)
gdje je q=−e za elektrone. τ je vrijeme relaksacije koje predstavlja prosjecˇno vrijeme
izmed¯u dva uzastopna procesa raspršenja vodljivog elektrona. Ono zajedno s koncen-
tracijom elektrona n cˇini dva mikroskopska parametra modela. Za razlicˇite oblike E i
H dobivamo razlicˇite odnose gustoc´e struje J = nqv i polja. Uz pretpostavku H = 0 i
E(t) = Eexp{−iωt}, iz izraza (2.1.1) dobivamo obicˇnu Drudeovu formulu
σ(ω) =
σdc
1− iωτ , (2.1.2)
gdje je σdc = nq2τ/m istosmjerna vodljivost (Drudeov vrh).
2.2 Boltzmannove jednadžbe
Realisticˇniji opis metala polazi od poluklasicˇne slike vodljivih elektrona, a zapisan je
preko Boltzmannovih jednadžbi. U toj slici transport elektrona dan je u terminima
neravnotežnih funkcija raspodjele f (r,k, t), gdje su r i p = h¯k vektor položaja i kva-
ziimpuls cˇestice. Neravnotežna funkcija raspodjele mjeri vjerojatnost da se elektron u
kvantnom stanju k nalazi na položaju r u trenutku t.
Opc´enito, postoje tri nacˇina na koji neravnotežna funkcija raspodjele može evolu-
irati u vremenu. Prvi je kada elektroni ulaze i izlaze iz okoline r, što po Liouvilleovom
teoremu (ocˇuvanje volumena u faznom prostoru) zapisujemo kao
f (r,k, t) = f (r−v(k)t,0). (2.2.1)
Dakle, promjena velicˇine f (r,k, t) zbog difuzije je(
∂ f
∂ t
)
di f uzi ja
= v(k) · ∂ f
∂r
. (2.2.2)
Druga je vremenska promjena kvaziimpulsa koja je odred¯ena vanjskim poljima (jed-
nadžba gibanja nabijene cˇestice u prisustvu Lorentzove sile)
dp
dt
= q
(
E+
1
c
v×H
)
, (2.2.3)
što odgovara p-gradijentu funkcije raspodjele(
∂ f
∂ t
)
pol ja
=
dp
dt
· ∂ f
∂p
. (2.2.4)
Trec´i doprinos vremenskoj evoluciji funkcije raspodjele dolazi od relaksacijskih pro-
cesa, na primjer od raspršenja elektrona na necˇistoc´ama ili fononima. Ako razmatramo
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samo elasticˇna raspršenja na necˇistoc´ama, tj. slucˇaj kada ne postoje pobud¯enja unutar-
njih stupnjeva slobode, onda taj cˇlan standardno zapisujemo [12](
∂ f
∂ t
)
sudari
= 2pinimp
∫
dk′δ
[
ε(k)− ε(k′)
]
×
[
f (k′)
(
1− f (k))− f (k)(1− f (k′))]Wkk′, (2.2.5)
gdje je Wkk′ matricˇni element za raspršenje elektrona na necˇistoc´ama iz stanja k u
stanje k′, a nimp koncentracija necˇistoc´a. Razlike funkcija raspodjele u uglatoj zagradi
su izrazi popunjenih stanja iz kojeg raspršenje zapocˇinje i slobodnih stanja u kojima
raspršenje završava.
Rezultat svega je
∂ f
∂ t
=−v(k) · ∂ f
∂r
− dp
dt
· ∂ f
∂p
+
(
∂ f
∂ t
)
sudari
, (2.2.6)
odnosno
d f
dt
=
∂ f
∂ t
+
dr
dt
· ∂ f
∂r
+
dk
dt
· ∂ f
∂k
=
(
∂ f
∂ t
)
sudari
. (2.2.7)
Izraz na lijevoj strani izraza (2.2.6) išcˇezava za istosmjernu vodljivost.
Osnovni problem kod rješavanja Boltzmannove jednadžbe (2.2.7) je odred¯ivanje
cˇlana raspršenja. Najjednostavnija aproksimacija koju možemo primijeniti je ona re-
laksacijskog vremena, koja pretpostavlja da je(
∂ f
∂ t
)
sudari
=− f (r,k, t)− f0(k)
τtr(k)
. (2.2.8)
Ovdje je f0(k) ≡ f0[ε(k)] = [eβξ (k)+ 1]−1 ravnotežna Fermi-Diracova funkcija ras-
podjele, ξ (k) = ε (k)−µ , a τtr(k) transportno relaksacijsko vrijeme. Sada, Boltzman-
novu jednadžbu zapisujemo kao
∂ f
∂ t
+v(k) · ∂ f
∂r
+q
(
E+
1
c
v×H
)
· ∂ f
∂p
=− f − f0
τtr(k)
. (2.2.9)
Rješenje gornje Boltzmannove jednadžbe nam daje neravnotežnu funkciju raspodjele.
Ravnotežno stanje nastaje u odsustvu vanjskih polja za dovoljno veliki t (tada je f (r,k, t)=
f0 (k)).
Da bismo riješili jednadžbu (2.2.9), longitudinalno monokromatsko elektricˇno po-
lje zapisujemo kao
E(r, t) = E(k,ω)eiq·r−iωt , (2.2.10)
gdje longitudinalna polarizacija znacˇi E‖q (q treba razlikovati od naboja q). Buduc´i
da našu analizu radimo u okviru linearnog odziva, neravnotežna funkcija raspodjela
ima oblik
f (r,k, t) = f0(k)+g(k)eiq·r−iωt , (2.2.11)
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gdje je f0(k) ravnotežna raspodjela (E = H = 0), a g(k)≡ g[v(k)]. Jednadžba (2.2.9)
u ovakvim uvjetima prelazi u samosuglasnu Boltzmannovu jednadžbu za raspodjelu
g(k) (Dodatak A.1)
i(ω−k ·v(k)+ iΓ(k))g(k) =∑
α
qEαvα(k)
∂ f0(k)
∂ε(k)
+
+∑
α β
q
cmαβ (k)
(v(k)×H)α
∂g(k)
∂vβ (k)
,
(2.2.12)
gdje je velicˇina vα(k)= ∂ε(k)/∂ pα grupna brzina elektrona, 1/mαβ (k)≡ γαβ (k)/m=
∂ 2ε(k)/∂ pα∂ pβ tenzor reciprocˇne efektivne mase, a Γ(k) = τtr(k)−1 je mjera relak-
sacije. Ovaj oblik jednadžbi ne pretpostavlja istosmjernost struje, niti homogenost ili
izotropnost sustava.
2.3 Drudeova formula
Gustoc´a struje J(q) je dana pomoc´u srednje vrijednosti 〈j(k)〉, gdje je j(k) = ev(k), a
srednja vrijednost je definirana pomoc´u neravnotežne funkcije raspodjele f (k)
J(q) =
1
V ∑kσ
qv(k) f (k) =
1
V ∑kσ
qv(k)g(k). (2.3.1)
U najjednostavnijem slucˇaju, kada je Γ(k)≈ Γ= 1/τtr, dijagonalne elemente tenzora
vodljivosti dobivamo uvrštavajuc´i H = 0, E = Eα(k)eˆα , te puštajuc´i q → 0 u izrazu
(2.2.12)
i(ω+ iΓ)g(k) = qEαvα(k)
∂ f0(k)
∂ε(k)
. (2.3.2)
Množec´i sa (1/V )∑kσ qvα(k), dobivamo
1
V ∑kσ
qvα(k)g(k) =
1
V ∑kσ
q2v2α(k)τtr
1− iωτtr
(
−∂ f0(k)
∂ε(k)
)
Eα . (2.3.3)
To je upravo izraz za α komponentu gustoc´e struje
Jα(k) =
q2τtrne f fαα
m
1
1− iωτtrEα , (2.3.4)
a pripadni dijagonalni elementi tenzora vodljivosti su
σαα(ω) =
q2τtrne f fαα
m
1
1− iωτtr . (2.3.5)
ne f fαα je efektivna koncentracija vodljivih elektrona, cˇiji je oblik
ne f fαα =
1
V ∑kσ
mv2α(k)
(
−∂ f0(k)
∂ε(k)
)
. (2.3.6)
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Parcijalnom integracijom gornji izraz postaje (Dodatak A.2)
ne f fαα =
1
V ∑kσ
γαα (k) f0(k). (2.3.7)
Buduc´i da za slobodni elektronski plin vrijedi γαα (k) = 1, u tom slucˇaju velicˇina ne f fαα
postaje jednaka koncentraciji n. Dakle, za slobodni elektronski plin rješenje Boltz-
mannovih jednadžbi je isto kao i rješenje Drudeove jednadžbe (2.1.1). Takod¯er, u
Boltzmannovom formalizmu istosmjerna vodljivost (ω = 0) dana je izrazom
σdcαα =
q2τtrne f fαα
m
, (2.3.8)
koji je poopc´enje Drudeovog izraza za σdc iz jednadžbe (2.1.2).
Promotrimo još izraz (2.3.6). Vidimo da je on uvijek pozitivan, jer je
∂ f0(k)/∂ε(k) < 0, ∀k. Takod¯er, buduc´i da je za metale ispunjeno T  TF , vrijedi
∂ f0(k)/∂ε(k)∼ δ
(
ε(k)− εF
)
,
što znacˇi da efektivna koncentracija vodljivih elektrona ima strukturu gustoc´e kineticˇke
energije na Fermijevom nivou, tj. možemo rec´i da je vodljivost svojstvo Fermijeve
plohe.
2.3.1 Raspršenje elektrona na necˇistoc´ama
Za H = 0, neravnotežna funkcija raspodjele postaje
f (k) = f0(k)+k ·Eqτtr(k)m
∂ f0(k)
∂ε(k)
. (2.3.9)
Tada procjena Boltzmannovog izraza koji opisuje raspršenje elektrona na necˇistoc´ama2,
(2.2.5), vodi na definiciju transportnog relaksacijskog vremena s kutnom ovisnošc´u
[12]
1
τtr (k)
= 2pinimp
∫ dk′
(2pi)3
δ
(
ε (k)− ε (k′))|Wkk′|2 (1− cosθ ′) , (2.3.10)
gdje je kutna ovisnost 1−cosθ ′ = 1−k ·k′/k2. Kako je gustoc´a struje proporcionalna
transportnom relaksacijskom vremenu, kutni faktor nam govori da raspršenja elektrona
za male kutove izmed¯u stanja k i k′ slabo utjecˇu na otpornost (1−cosθ ′≈ 0), za razliku
od raspršenja za velike kutove gdje faktor 1− cosθ ′ postaje usporediv sa 2.
2U kasnijim poglavljima nec´emo govoriti o necˇistoc´ama, vec´ o staticˇkom neredu.
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2.4 Nedostaci Drudeove formule
Postoje dva nedostatka Drudeove formule. Prvi je da mjera relaksacije ne ovisi o frek-
venciji, a u vec´ini niskodimenzionalnih kvantnih sustava takva ovisnost postoji [13]
[Slika 7.1(b)]. Drugi je da sama formula ne vrijedi u visokoenergetskom režimu, jer tu
možemo imati i med¯uvrpcˇane doprinose.
Ove nedostatke uspješno tretira metoda memorijske funkcije. Ona je prvi put uve-
dena kod razmatranja problema daleko od ravnoteže [14], a uspješno iskorištena za
opis vodljivosti u [15]. Nedavno je korištena za opis transportnih svojstava raznih me-
talnih sustava u formalizmu AdS/CFT korespodencije3 [16, 17].
Memorijska funkcija omoguc´ava izražavanje dinamicˇke vodljivost i u visokoener-
getskom režimu, te za nju možemo vršiti perturbativni razvoj. Definira se pomoc´u
korelacijske funkcije pi(z), z ∈ C, ako je ispunjeno pi(z) 6= pi0, ∀z ∈ C \R (u našem
slucˇaju to je struja-struja korelacijska funkcija). Ovdje je pi0 staticˇka granica od pi(z).
Rezultat je [15]
M(z) =
zpi(z)
pi0−pi(z) . (2.4.1)
U racˇunu promatramo perturbativni razvoj korelacijske funkcije pi(z) po malom para-
metru M(z)/z, te na taj nacˇin dobivamo rezultat koji vrijedi u cijelom podrucˇju frek-
vencija. Kao što je pojašnjeno u potpoglavlju 4.5, valjanost pretpostavki korištenih
u racˇunu memorijske funkcije provjeravamo usporedbom teorijskog predvid¯anja za
σαα(ω) s mjerenjima dinamicˇke i istosmjerne vodljivosti.
3AdS/CFT korespodencija je teorija iz fizike visokih energija koja spaja anti-de Sitter prostore koji
opisuju kvantnu gravitaciju u terminima teorije struna i konformalnu teoriju polja koja je kvantna teorija
polja.
Poglavlje 3
Vezanje vodljivih elektrona i
elektromagnetskog polja
U ovom poglavlju c´emo istražiti vezanje vodljivih elektrona s elektromagnetskim po-
ljem u aproksimaciji cˇvrste veze. Zbog jednostavnosti promatrat c´emo disperziju
(1.3.1) za kvadratnu rešetku s preskocima med¯u prvim i drugim susjedima.
3.1 Baždarna invarijantnost elektricˇne komponente EM
polja
Istražit c´emo promjene u sustavu uzrokovane vanjskim longitudinalnim i transverzal-
nim elektromagnetskim poljima. Njih definiramo kao [18, 19]
∇×EL = 0, ∇ ·ET = 0. (3.1.1)
Njihov zbroj jedinstveno odred¯uje ukupno makroskopsko polje E(r). Baždarna tran-
sformacija
V → V ′ =V − 1
c
∂ξ
∂ t
,
A → A′ = A+∇ξ ,
(3.1.2)
gdje je ξ (r, t) baždarna funkcija, utjecˇe samo na longitudinalni dio vektorskog poten-
cijala, tj. vrijedi
V → V ′ =V − 1
c
∂ξ
∂ t
,
AL → A′L = AL+∇ξ ,
AT → A′T = AT.
(3.1.3)
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Nakon Fourierove transformacije, veza elektricˇnog polja te skalarnog i vektorskog po-
tencijala, E =−∂V/∂r− (1/c) ∂A/∂ t, sveukupno daje
EL (q,ω) =−iqV (q,ω)+ iωc AL (q,ω) ,
ET =
iω
c
AT (q,ω) .
(3.1.4)
Iz ovoga zakljucˇujemo da longitudinalno elektricˇno polje možemo predstaviti ili samo
skalarnim potencijalom ili samo vektorskim potencijalom ili kombinacijom njih dvoje.
Zbog baždarne invarijantnosti rezultat c´e uvijek biti isti. S druge strane, transverzalno
polje moramo predstaviti vektorskim potencijalom. U sljedec´em poglavlju c´emo vi-
djeti da u kristalima potencijali V i A zapravo predstavljaju zasjenjene potencijale V tot
i Atot koji se razlikuju od vanjskih potencijala V ext i Aext . Ovu distinkciju c´emo koris-
titi od potpoglavlja 3.3 nadalje.
Ova elementarna analiza navodi nas da vezanje vodljivih elektrona na vanjsko elek-
tromagnetsko polje istražimo bilo kao vezanje operatora gustoc´e naboja na skalarni
potencijal ili kao vezanje operatora gustoc´e struje na vektorski potencijal. Cilj ovog
poglavlja je povezivanje konstanti vezanja elektrona i vanjskih polja s parametrima u
transportnim koeficijentima iz Poglavlja 2. Osobitno nas zanima na koji nacˇin tenzor
reciprocˇne efektivne mase te grupna brzina elektrona ulaze u te konstante vezanja.
3.2 Tenzor reciprocˇne efektivne mase
Kada disperzija elektrona nije parabolicˇna, kao što nije u našem slucˇaju, trebamo ge-
neralizirati efektivnu masu elektrona u pripadni tenzor efektivne mase. Najjednostav-
nije se taj tenzor izvodi poluklasicˇno, preko 2. Newtnovog zakona a = m−1F, gdje je
F = dp/dt Lorentzova sila iz izraza (2.2.3). Za ubrzanje uzimamo promjenu grupne
brzine
a =
d
dt
vg =
1
h¯
d
dt
[
∇kε (k)
]
=
1
h¯
∇k
dε (k)
dt
=
1
h¯
∇k
[dk
dt
·∇kε (k)
]
. (3.2.1)
Rezultat je
a =∑
αβ
(
∂ 2ε (k)
∂ pα∂ pβ
)
eˆαFβ ≡∑
αβ
1
mαβ (k)
eˆαFβ . (3.2.2)
Dakle, u poluklasicˇnim transportnim jednadžbama tenzor reciprocˇne efektivne mase
definiramo kao
1
mαβ (k)
=
∂ 2ε (k)
∂ pα∂ pβ
(3.2.3)
[vidi izraz (2.2.12)]. Analiza u potpoglavlju 3.4 predstavlja sustavnu definiciju tog
tenzora.
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POGLAVLJE 3. VEZANJE VODLJIVIH ELEKTRONA I
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3.3 Vezanje sa skalarnim potencijalom
U teoriji linarnog odziva, primjena vremenski ovisne vanjske perturbacije na sustav,
odgovara dodavanju cˇlana vezanja u ukupni hamiltonijan. Opc´enito c´e struktura tog
cˇlana biti Hext =
∫
dr f (r, t)A(r), gdje je f (r, t) amplituda perturbacije, a A(r) opera-
tor sustava na koji se perturbacija veže.
U prvom slucˇaju koji promatramo vanjska perturbacija je skalarni potencijal, a ope-
rator sustava je gustoc´a naboja. Stoga interakcijski cˇlan koji dodajemo nesmetanom
hamiltonijanu zapisujemo kao
Hext =∑
nσ
∫
drψl (r−Rn− rl)eV ext (r, t)ψl (r−Rn− rl) c†lnσclnσ , (3.3.1)
gdje su ψl (r−Rn− rl) orbitale vrste l u primitivnoj c´eliji na položaju Rn. U dugo-
valnoj granici1 (gdje je 1/qα puno vec´i od radijusa atoma), vanjski skalarni potencijal
možemo pojednostaviti na nacˇin∫
drψl (r−Rn− rl)V ext (r, t)ψl (r−Rn− rl)≈V ext (Rn+ rl, t) . (3.3.2)
Dakle, u slucˇaju opisanom s disperzijom (1.3.1) interakcijski hamiltonijan (3.3.1) pi-
šemo na nacˇin
Hext =∑
nσ
eV ext (Rn, t)c†nσcnσ . (3.3.3)
Za zapis gornjeg izraza u inverznom prostoru potrebno je prijec´i u reprezentaciju de-
lokaliziranih orbitala
c†nσ =
1√
N∑k
e−ik·Rnc†kσ ,
V ext (Rn, t) =∑
q
V ext (q, t)eiq·Rn.
(3.3.4)
Dobivamo
Hext =∑
nσ
1
N∑q
eV ext (q, t)eiq·Rn ∑
k1k2
e−ik1·Rnc†k1σe
ik2·Rnck2σ
=∑
nσ
1
N∑q
eV ext (q, t) ∑
k1k2
e−i(k1−k2−q)·Rnc†k1ck2σ .
(3.3.5)
U gornjem izrazu prepoznajemo (1/N)∑n exp{−i(k1−k2−q)·Rn}= δk1,k2+q. Stoga,
uz zapis k2 = k i k1 = k+q, dobivamo
Hext =∑
q
eV ext (q, t)∑
kσ
c†k+qσckσ . (3.3.6)
Ovaj izraz opisuje vezanje vanjskog skalarnog potencijala na gustoc´u naboja vodljivih
elektrona u sustavima s jednom vrpcom.
1U ovom radu c´emo vrlo cˇesto gledati dugovalnu granicu, q→ 0. Aproksimacije koje najcˇešc´e pod
time podrazumijevamo su f (k)− f (k+q) ≈ −q · (∂ε(k)/∂k)(∂ f [ε(k)]/∂ε(k)) i ε(k)− ε(k+q) ≈
−q · (∂ε(k)/∂k).
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3.4 Vezanje s vektorskim potencijalom
U ovom potpoglavlju istražiti c´emo odgovor vodljivih elektrona na vanjsku pobudu
opisanu vremenski ovisnim vektorskim potencijalom. Na taj nacˇin možemo opisati
odziv na longitudinalna i na transverzalna elektromagnetska polja.
3.4.1 Aproksimacija prvih susjeda
Zbog jednostavnosti prvo promatramo slucˇaj t 6= 0, t ′ = 0 u izrazu (1.3.1). Uvodimo
pomoc´ne oznake za vektore položaja prvih susjeda
r1 = a1 = axˆ, r2 = a2 = ayˆ, r3 =−a1, r4 =−a2. (3.4.1)
U ovom slucˇaju neinteragirajuc´i hamiltonijan ima oblik
H0 =−t ∑
〈n,m〉σ
c†nσcmσ
=−t∑
nσ
c†nσ [cn+a1σ + cn+a2σ + cn−a1σ + cn−a2σ ] .
(3.4.2)
Ovdje je t > 0, 〈n,m〉 oznacˇava sumaciju po prvim susjedima, n je indeks c´elije, a
n± ai je oznaka za vektor položaja Rn± ai. Ako gornji hamiltonijan zapišemo u re-
prezentaciji delokaliziranih orbitala, dobivamo
H0 =∑
kσ
(−t)c†kσckσ
(
4
∑
j=1
e−k·r j
)
=∑
kσ
ε (k)c†kσckσ .
(3.4.3)
Dakle, u promatranom slucˇaju disperzija elektrona je oblika
ε (k) =−t
4
∑
j=1
e−ik·r j =−2t [cos(kx a)+ cos(ky a)] , (3.4.4)
što odgovara drugom cˇlanu disperzije (1.3.1).
U aproksimaciji cˇvrste veze vezanje vodljivih elektrona i vanjskog vektorskog po-
tencijala opisano je opc´om formom minimalne supstitucije. U modelima s više vrpci,
ona odgovara zamjeni
c†lnσ → c˜†lnσ = c†lnσ exp
{ iq
h¯c
(Rn+ rl) ·A(Rn+ rl, t)
}
(3.4.5)
u neinteragirajuc´em hamiltonijanu. Ovom zamjenom dobivamo hamiltonijan
H0 → H˜0 ≈ H0+Hext1 +Hext2 + · · · , (3.4.6)
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gdje su Hext1 i H
ext
2 linearni i kvadratni cˇlan u hamiltonijanu vezanja. U Dodatku B.1 je
detaljan izvod za oba cˇlana. Linearni cˇlan dan je izrazom (B.1.9),
Hext1 =−
1
c∑qα
Aextα (q, t)∑
kσ
Jα (k+q,k)c†k+qσckσ . (3.4.7)
Ovdje je
Jα (k+q,k) =
iqt
h¯
4
∑
j=1
r jαe−i(k+q)·r j (3.4.8)
strujna vršna funkcija2 u operatoru gustoc´e struje. Kvadratni cˇlan dan je izrazom
(B.1.14),
Hext2 =
q2
2mc2 ∑qq′ αβ
Aextα (q−q′, t)Aextβ (q′, t)∑
kσ
γαβ (k+q,k)c
†
k+qσckσ . (3.4.9)
Ovdje je
γαβ (k+q,k) =
mt
h¯2
4
∑
j=1
r jαr jβ e
−i(k+q)·r j (3.4.10)
tenzor reciprocˇne efektivne mase. On ima ulogu vršne funkcije u operatoru dijamag-
netske gustoc´e struje.
3.4.2 Preskok na druge susjede
Gornja analiza, koja je napravljena za slucˇaj t 6= 0 i t ′ = 0 u disperziji (1.3.1), može
se provesti na isti nacˇin i za t = 0 i t ′ 6= 0. U tom slucˇaju imamo jedino preskoke
po dijagonalama. Dovoljno je da zarotiramo kordinatni sustav za pi/4, te reskaliramo
a1→
√
2a1, a2→
√
2a2, uz t→ t ′. Rezultat svega je
J′α (k+q,k) =
iqt ′
h¯
4
∑
j=1
r′jαe
−i(k+q)·r′ j , (3.4.11)
γ ′αβ (k+q,k) =
mt ′
h¯2
4
∑
j=1
r′jαr
′
jβ e
−i(k+q)·r′ j . (3.4.12)
U ova dva izraza vektori položaja prvih susjeda su
r′1 = a1+a2, r′2 = a1−a2, r′3 =−a1−a2, r′4 = a2−a2. (3.4.13)
Kada su oba matricˇna elementa preskoka konacˇna, rješenje je zbroj izraza (3.4.8),
(3.4.10), (3.4.11) i (3.4.12).
2U dijagramatskom iskazu perturbativne teorije vršnim funkcijama opisujemo vezanje izmed¯u elek-
trona/šupljine i bozona dalje od vodec´eg reda.
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3.5 Vršne funkcije
Razvoj do drugog reda u vektorskom potencijalu Aextα (q, t) možemo još kompaktnije
zapisati kao
Hext1 =−
1
c∑qα
Aextα (q, t) Jˆα (−q)
Hext2 =
q2
2mc2 ∑qq′ αβ
Aextα
(
q−q′, t)Aextβ (q′, t) γˆαβ (−q) . (3.5.1)
Ovdje smo definirali operator gustoc´e struje
Jˆα (q) =∑
kσ
Jα (k,k+q)c†kσck+qσ (3.5.2)
i operator dijamagnetske gustoc´e
γˆαβ (q) =∑
kσ
γαβ (k,k+q)c
†
kσck+qσ . (3.5.3)
S druge strane, hamiltonijan (3.3.6) možemo zapisati kao
Hext =∑
q
V ext (q, t) ρˆ (−q) , (3.5.4)
gdje je
ρˆ (q) =∑
kσ
eq(k,k+q)c†kσck+qσ (3.5.5)
operator gustoc´e naboja.
Ova tri operatora su jedini operatori cˇiju strukturu treba odrediti da bismo razumi-
jeli vezanje vodljivih elektrona na vanjska elektromagnetska polja. Formalno imaju
istu strukturu, a razlikuju se samo po vršnim funkcijama eq(k+q,k), Jα (k+q,k) i
γαβ (k+q,k). Njihovim termodinamicˇkim usrednjavanjem dobivamo inducirane ma-
kroskopske gustoc´e naboja, struje i dijamagnetske struje.
Veza izmed¯u nabojne vršne funkcije eq(k,k+q) i strujne vršne funkcije Jα (k,k+q)
je opc´eg oblika koji ne ovisi o definicijama neinteragirajuc´eg hamiltonijana (Dodatak
B2, [20])
ih¯Jα (k,k+q)
ε (k+q)− ε (k) =
iq
qα
q(k,k+q) . (3.5.6)
Lako se vidi da ova relacija zapravo predstavlja alternativni nacˇin iskaza baždarne
invarijantnosti promatranog racˇuna smetnje.
3.6 Vršne funkcije u dugovalnoj granici
Za razumijevanje eksperimentalnih rezultata u jednovrpcˇanim sustavima najcˇešc´e je
dovoljno promatrati vezanje q ≈ 0 fluktuacije naboja (struja) i vanjskih elektromag-
netskih polja. U tu svrhu promotrimo gornje izraze za vršne funkcije u dugovalnoj
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granici q≈ 0.
Derivirajuc´i disperziju ε (k) po α komponenti valnog vektora dobivamo
∂ ε(k)
∂ kα
=
∂
∂ kα
[
− t
4
∑
j=1
e−ik·r j
]
=−t
4
∑
j=1
(−i)r jαe−ik·r j
= it
4
∑
j=1
r jαe−ik·r j .
(3.6.1)
Usporedba s izrazom (3.4.8) u granici q→ 0 daje
Jα (k+q,k)≈ Jα (k) = qh¯
∂ ε(k)
∂ kα
= evα (k) . (3.6.2)
Dakle, q≈ 0 strujna vršna funkcija je direktrno vezana s grupnom brzinom.
Derivirajuc´i izraz (3.6.1) još jednom, dobivamo
∂ 2 ε(k)
∂kβ∂kα
= it
4
∑
j=1
r jαr jβ (−i)e−ik·r j = t
4
∑
j=1
r jαr jβ e
−ik·r j . (3.6.3)
Usporedba s izrazom (3.4.10) u dugovalnoj granici daje
γαβ (k+q,k)≈ γαβ (k) =
m
h¯2
∂ 2 ε (k)
∂kβ∂kα
. (3.6.4)
Na kraju, razmatrajuc´i izraz (3.5.6), dobivamo i nabojnu vršnu funkciju u istoj
aproksimaciji
q(k,k+q)≈ q(k) = qvα (k) ih¯iq limqα→0
qα
ε (k+q)− ε (k)
= qvα (k)
ih¯
iq
∂kα
∂ε (k)
=
h¯vα (k)
h¯vα (k)
= 1.
(3.6.5)
Izrazi (3.6.2) i (3.6.4) nam govore da su u dugovalnoj granici konstante vezanja iz-
med¯u vodljivih elektrona i vanjskih elektromagnetskih polja [vršne funkcije Jα (k+q,k)
i γαβ (k+q,k)] opisane pomoc´u derivacija disperzijske relacije elektrona. Iste te ve-
licˇine smo u Poglavlju 2 prepoznali kao važne elemente u definiciji efektivnog broja
nositelja naboja ne f fαα , a ovdje ih prepoznajemo kao bitne dijagramatske sastavnice od-
govarajuc´ih operatora gustoc´a.
Poglavlje 4
Formalizam jednadžbi gibanja
Kao što smo napomenuli u prošlom poglavlju, za objašnjenje vec´ine eksperimental-
nih podataka u tipicˇnim jednovrpcˇanim sustavima, obicˇno je dovoljno opisati vezanje
izmed¯u q ≈ 0 nabojnih fluktuacija i vanjskog elektromagnetskog polja, te takav ha-
miltonijan povezati s obicˇnim transportnim jednadžbama [20, 21]. U jako koreliranim
sustavima takav pristup nije zadovoljavajuc´i, jer eksperimenti pokazuju da odgovara-
juc´e relaksacijske funkcije jako ovise o frekvenciji (kao i o valnom vektoru). U ovom
poglavlju c´emo uvesti takvu frekventno ovisnu funkciju gušenja fenomenološki, a u
sljedec´em poglavlju c´emo ju izvesti u najjednostavnijem slucˇaju. Tu funkciju obicˇno
zovemo memorijska funkcija. Ona predstavlja vlastitu energiju elektron-šupljina para.
No, prije nego li ugradimo tu funkciju u izraz za tenzor dinamicˇke vodljivosti, uvjerit
c´emo se da je izraz za vodljivost koji koristimo korektan i da je u suglasju s temelj-
nim relacijama iz makroskopske elektrodinamike. U tu svrhu c´emo reizvesti izraz za
RPA1 dielektricˇnu funkciju, riješiti jednadžbu gibanja za χ(q, t) u istoj aproksimaciji
(Dodatak A.3), te riješiti jednadžbe gibanja za opservablu 〈c†kσck+qσ 〉 po ρ ind(q,ω)
(potpoglavlje 4.3) i po Jindα (q,ω) (potpoglavlje 4.4). Rezultat je izraz za idealnu vodlji-
vost u Drudeovom režimu koji c´e nam poslužiti kao osnova za fenomenološku zamjenu
iη → iΓ.
4.1 Dielektricˇna funkcija u aproksimaciji nasumicˇnih
faza
Kulonska interakcija izmed¯u dva proizvoljno odabrana elektrona je odbojna, pa se oko
svakog elektrona formira podrucˇje u kojem je mala vjerojatnost nalaženja drugog elek-
trona. Pod pretpostavkom da je cijeli sustav (elektroni i ionski ostaci) u prosjeku ne-
utralan, to podrucˇje odgovara distribuciji pozitivnog naboja koji kompenzira negativni
elektronski naboj. Stoga elektroni u vodicˇima interagiraju efektivnom interakcijom
1engl. random phase approximation.
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koja je kratkog dosega. Promotrimo sada to pitanje detaljnije koristec´i aproksimaciju
nasumicˇnih faza (RPA).
U jednostavnom slucˇaju razmatramo translacijsko invarijantni elektronski plin opi-
san hamiltonijanom koji se sastoji od kineticˇkog cˇlana, izraz (3.4.3), i interakcijskog
cˇlana
H = H0+Hint =∑
kσ
ε (k)c†kσckσ +
1
2V ∑kk′q6=0∑σσ ′
e2υqc†k+qσc
†
k′−qσ ′ck′σ ′ckσ .
(4.1.1)
Ovdje je υq = 4pi/q2 Fourierov transformat kulonskog potencijala jedinicˇnog naboja.
Komponentu q = 0 iskljucˇujemo, jer ona kompenzira pozitivno nabijenu pozadinu u
modelu želea [22].
Strukturu dielektricˇne funkcije možemo odrediti iz definicije zasjenjenog potenci-
jala. Inducirana gustoc´a naboja i vanjski skalarni potencijal vezani su relacijom
ρ ind (q,ω) = χ (q,ω)V ext (q,ω) . (4.1.2)
Ovdje je χ (q,ω) zasjenjena susceptibilnost. Inducirana gustoc´a naboja ρ ind (q,ω) iz-
vor je skalarnog potencijala V ind (q,ω), koji povratno utjecˇe na nosioce naboja. Zbroj
vanjskog potencijala i induciranog potencijala zapisujemo kao
V tot (q,ω) =V ext (q,ω)+V ind (q,ω) =V ext (q,ω)+υqρ ind (q,ω) . (4.1.3)
Aproksimacija nasumicˇnih faza govori da cijeli sustav možemo efektivno promatrati
kao neinteragirajuc´i elektronski plin u prisustvu ukupnog potencijalaV tot (q,ω). Dakle,
definicijsku relaciju (4.1.2) možemo alternativno pisati na nacˇin
ρ ind (q,ω) = χ0 (q,ω)V tot (q,ω) . (4.1.4)
Ovdje je χ0 (q,ω) neinteragirajuc´a susceptibilnost koja se takod¯er naziva RPA-ireducibilna
dielektricˇna susceptibilnost. U gornjem izrazu se jasno vidi samosuglasnost ovog
pristupa. Naime, inducirana gustoc´a ρ ind (q,ω) je odgovor na inducirani potencijal
V ind (q,ω) koji sam ovisi o iduciranoj gustoc´i. Kombinirajuc´i gornja dva izraza indu-
ciranu gustoc´u možemo izraziti preko vanjskog skalarnog potencijala
ρ ind (q,ω) = χRPA (q,ω)eV ext (q,ω) , (4.1.5)
gdje je susceptibilnost χRPA (q,ω) dana sa
χRPA (q,ω) =
χ0 (q,ω)
1−υqχ0 (q,ω) . (4.1.6)
Stoga je efektivna, zasjenjena kulonska interakcija med¯u elektronima dana sa
V tot (q,ω) =
V ext (q,ω)
1−υqχ0 (q,ω) . (4.1.7)
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Strukturu funkcije χ0(q,ω) u najnižem redu racˇuna smetnje smo odredili u Dodatku
A.3 koristec´i formalizam jednadžbi gibanja za χ0(q, t).
Referirajuc´i se na Poglavlje 3, povezat c´emo neinteragirajuc´u susceptibilnost χ0 (q,ω)
s vodljivošc´u σαα (q,ω) za q = qα eˆα . Za to nam je potrebna relacija (4.1.4), Oh-
mov zakon za inducirane gustoc´e struje, Jindα (q,ω) = ∑β σαβ (q,ω)Eβ (q,ω), te izraz
za longitudinalno elektricˇno polje (3.1.4) u baždarenju Eα (q,ω) = −iqαV tot (q,ω).
Uvrštavajuc´i te izraze u jednadžbu kontinuiteta ωρ ind (q,ω)−q · Jind (q,ω) = 0 kao
rezultat dobivamo
σαα (q,ω) = i
ω
q2α
χ0 (q,ω) . (4.1.8)
Ovdje treba podsjetiti da σαα (q,ω) za q = qα eˆα oznacˇava iskljucˇivo longitudinalnu
vodljivost, buduc´i da vezanje na skalarni potencijal ne može opisati utjecaje transver-
zalnih polja.
Na kraju prepoznajemo nazivnik u (4.1.7) kao longitudinalnu dielektricˇnu funkciju
εRPA (q,ω) = 1− 4piq2 χ0 (q,ω)≡ 1+
4pii
ω
σαα (q,ω) , (4.1.9)
uz q = qα eˆα .
4.2 Kubo formula za tenzor vodljivosti
U mikroskopskoj baždarno-invarijantnoj analizi tenzora vodljivosti σαα (q,ω) obicˇno
polazimo od opc´enite nezasjenjene korelacijske funkcije izmed¯u elemenata cˇetvero-
komponentnog vektora struje (µ,ν = 0,x,y,z) [13]
Vpiµν (q, t) =− ih¯θ (t)
〈[
Jˆµ (q, t) , Jˆν (−q,0)
]〉
ired
≡ 〈〈Jˆµ (q) ; Jˆν (−q)〉〉iredt
≡ θ (t)Ψµν (q, t) .
(4.2.1)
Ovdje indeks ired oznacˇava nezasjenjene, tj. RPA-ireducibilne korelacijske funkcije.
Nadalje, za operatore zapisane u Heisenbergovoj slici vrijedi Jˆµ (q, t)= eiHt/h¯Jˆµ (q)e−iHt/h¯
i Jˆµ (q,0) = Jˆµ (q). Analiza zasjenjenog tenzora vodljivosti σ˜αα (q,ω) ide istim slije-
dom, ali uz korištenje zasjenjenih korelacijskih funkcija piµν (q,ω).
Sukladno gornjem zapisu, operatore gustoc´e (3.5.2) i (3.5.5) sada zapisujemo kao
Jˆµ (q) =∑
kσ
Jµ (k,k+)c†kσck+qσ , (4.2.2)
s opc´enitom vršnom funkcijom
Jµ (k,k+) =
{
Jα (k,k+) , µ = α = x,y,z
eq(k,k+) , µ = 0
. (4.2.3)
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Ovdje µ = α = x,y,z ponovo oznacˇava tri strujne vršne funkcije, a µ = 0 nabojnu, te
k+ = k+q.
Ako dvaput parcijalno integriramo Fourier-Laplaceov transformat funkcije odgo-
vora Ψµµ (q, t),
Vpiµµ (q,ω) =
∫ ∞
0
dteiωt−ηtΨµµ (q, t) , (4.2.4)
dobivamo
Vpiµµ (q,ω) =− 1
(h¯ω)2
[
Φµµ (ω)−Φµµ (0)
]
. (4.2.5)
Ovdje je
Φµµ (ω) = 〈〈
[
Jˆµ (q) ,H
]
;
[
Jˆµ (−q) ,H
]〉〉iredω . (4.2.6)
Izrazi (4.2.5) i (4.2.6) su Kubo formule za nezasjenjenu cˇetverostrujnu korelacijsku
funkciju piµµ (q,ω). Njihov detaljni izvod dan je u Dodatku A.4.
Slucˇaj µ = 0 ocˇigledno predstavlja Kubov izraz za naboj-naboj korelacijsku funk-
ciju χ0 (q,ω) zapisanu pomoc´u velicˇine Φ00, cˇije c´emo fizikalno znacˇenje sada utvr-
diti. U ovom slucˇaju prvo racˇunamo komutator iz izraza (4.2.6)[
Jˆ0 (q) ,H
]≈ [Jˆ0 (q) ,H0]=
[
∑
kσ
eq(k,k+)c†kσck+qσ ,∑
k′σ ′
ε
(
k′
)
c†k′σ ′ck′σ ′
]
=∑
kσ
eq(k,k+)∑
k′σ ′
(
ε
(
k′
)
δk+q,k′δσ ,σ ′c†kσck′σ ′− ε
(
k′
)
δk,k′δσ ,σ ′c†k′σ ′ck+qσ
)
=∑
kσ
eq(k,k+)(ε (k+)− ε (k))c†kσck+qσ
=∑
α
h¯qα∑
kσ
Jα (k,k+)c†kσck+qσ =∑
α
h¯qα Jˆα (q) .
(4.2.7)
Ovdje smo u zadnjem redu iskoristili relaciju (3.5.6) izmed¯u nabojne i strujnih vršnih
funkcija. Primijetimo da komutator operatora gustoc´e naboja i neinteragirajuc´eg ha-
miltonijana definira operator gustoc´e struje. To nije ništa drugo nego operatorski oblik
jednadžbe kontinuiteta.
Dakle, velicˇina Φ00 (q,ω) je direktno vezana s nezasjenjenom struja-struja korela-
cijskom funkcijom
Φ00 (q,ω) =
〈〈
∑
α
h¯qα Jˆα (q) ;−∑
β
h¯qβ Jˆβ (−q)
〉〉
ω
=−∑
αβ
h¯2qαqβ
〈〈
Jˆα (q) ; Jˆβ (−q)
〉〉
ω
=−h¯2V∑
αβ
qαpiαβ (q,ω)qβ .
(4.2.8)
Uvrštavajuc´i taj izraz u Kubo formulu (4.2.5) dobivamo nezasjenjenu naboj-naboj
korelacijsku funkciju (odnosno dielektricˇnu susceptibilnost)
χ0 (q,ω)≡ pi00 (q,ω) = 1ω2∑αβ
qα
[
piαβ (q,ω)−piαβ (q)
]
qβ . (4.2.9)
4.3. JEDNADŽBA KONTINUITETA I TRANSPORTNA JEDNADŽBA 27
U opc´enitom slucˇaju, q = ∑α qα eˆα , veza izmed¯u neinteragirajuc´e susceptibilnosti i
elemenata tenzora vodljivosti je opc´enitija od izraza (4.1.8). Njezin oblik je
χ0 (q,ω) =
1
iω∑αβ
qασαβ (q,ω)qβ . (4.2.10)
Uspored¯ujuc´i ovaj izraz s izrazom (4.2.9) dobivamo konacˇni rezultat, Kubo formulu za
vodljivost
σαβ (q,ω) =
i
ω
[
piαβ (q,ω)−piαβ (q)
]
. (4.2.11)
Ovu opc´enitu vezu tenzora vodljivosti i struja-struja korelacijske funkcije iskoristit
c´emo na kraju ovog poglavlja, te u Poglavljima 5 i 6. Dielektricˇnu funkciju ε (q,ω)
dobivamo uvrštavanjem izraza (4.2.9) u (4.1.9).
Za slucˇaj µ = α , Kubo formule (4.2.5) i (4.2.6) daju osnovne izraze iz mikroskop-
ske teorije memorijske funkcije koju c´emo koristiti u sljedec´em poglavlju [13].
4.3 Jednadžba kontinuiteta i transportna jednadžba
Jednadžba gibanja za operator
(
c†kσck+qσ
)
t jest
ih¯
∂
∂ t
(
c†kσck+qσ
)
t = [c
†
kσck+qσ ,H]. (4.3.1)
Pomoc´u nje izveli smo jednadžbu gibanja za odzivnu funkciju χ(q, t) (Dodatak A.3).
Alternativno možemo promatrati jednadžbe gibanja za srednju vrijednost 〈c†kσck+qσ 〉t .
Jednadžba je oblika
ih¯
∂
∂ t
〈c†kσck+q〉t = 〈
[
c†kσck+q,H
]〉t . (4.3.2)
Ona predstavlja polaznu jednadžbu u razmatranjima Fermijevih tekuc´ina. Rezultati
prezentirani u ovom i sljedec´em potpoglavlju se mogu povezati sa standardnim udž-
benicˇkim rezultatima kao i s Boltzmannovim jednadžbama iz Poglavlja 2. Veza su
sljedec´i zapisi za neravnotežnu funkciju raspodjele
〈c†kσck+qσ 〉teiq·r ≡ δn(k,r, t)≡ f (k,r, t), (4.3.3)
te definicijske relacije za inducirane gustoc´e naboja ρ ind(q,ω) i inducirane gustoc´e
struje Jindα (q,ω)
ρ ind (q,ω)≈ 1
V ∑kσ
eδn(p,q,ω) =
1
V ∑kσ
eδn0(p,q,ω), (4.3.4)
Jindα (q,ω)≈
1
V ∑kσ
evα(k)δn(p,q,ω) =
1
V ∑kσ
evα(k)δn1(p,q,ω). (4.3.5)
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U ovim definicijskim relacijama smo zapisali neravnotežnu funkciju raspodjele kao
zbroj dva doprinosa: i= 0 doprinos je parna funkcija varijable grupne brzine vα (k), a
i= 1 neparna funkcija grupne brzine,
δn(k,r, t) =
1
∑
i=0
δni (k,r, t) . (4.3.6)
U slucˇaju koji nas ovdje zanima hamiltonijan je oblika
H = H0+Hint+Hext . (4.3.7)
Ovdje Hint opisuje dugodosežne elektron-elektron interakcije, med¯utim kao i u pot-
poglavlju 4.1 zadržat c´emo samo RPA doprinose. U Hext , bez smanjenja opc´enitosti,
promatramo samo jednu komponentnu valnog vektora q, te uzimamo dugovalni limes
nabojne vršne funkcije, q(k,k+q)≈ 1. Iz relacija (3.5.4) i (3.5.5) sada slijedi
Hext =∑
kσ
eV ext (q, t)c†k+qσckσ . (4.3.8)
Rješavanje jednadžbi gibanja (4.3.1) i (4.3.2) svodi se na racˇunanje komutatora.
Komutatore koji ukljucˇuju neinteragirajuc´i hamiltonijan H0 i interakcijski dio Hint iz-
racˇunali smo u Dodatku A.3. To su izrazi (A.3.5) i (A.3.8). Komutator koji ukljucˇuje
vezanje vodljivih elektrona s vanjskim skalarnim potencijalom daje[
c†kσck+qσ ,H
ext
]
=∑
k′σ
eV ext (q, t)
[
c†kσck+qσ ,c
†
k′+qσ ′ck′σ ′
]
=∑
k′σ
eV ext (q, t)
[
δk+q,k′+qδσσ ′c†kσck′σ ′−δk,k′δσσ ′c†k′+qσ ′ck+qσ
]
= eV ext (q, t)
(
c†kσckσ − c†k+qσck+qσ
)
.
(4.3.9)
Jednadžba gibanja (4.3.2) sada se reducira na[
ih¯
∂
∂ t
+ ε (k)− ε (k+q)
]
〈c†kσck+qσ 〉t =
[
〈c†kσckσ 〉−〈c†k+qσck+qσ 〉
]
eV tot(q, t),
(4.3.10)
gdje je V tot(q, t) = V ext (q, t)+υq(1/V )∑k′σ e〈c†k′σ ′ck′+qσ ′〉t alternativni zapis izraza
(4.1.3). U dugovalnoj aproksimaciji (bilješka na str. 18) koristec´i (4.3.3) dobivamo
[ω+ iη−qαvα (k)]δn(k,q,ω) =−e∂ f (k)∂ε(k)qαvα(k)V
tot(q,ω). (4.3.11)
Uvrštavajuc´i (4.3.6) u (4.3.11) dobivamo niz doprinosa koje c´emo razvrstati po par-
nosti{
(ω+ iη)δn0(k,q,ω)−qαvα(k)δn1(k,q,ω)
}
=
{
(ω+ iη)δn1(k,q,ω)−qαvα(k)
×δn0(k,q,ω)+ e∂ f (k)∂ε(k)qαvα(k)V
tot(q,ω)
}
.
(4.3.12)
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Primijetimo da obje strane moraju išcˇezavati za bilo koji δn0(k,q,ω) i bilo koji δn1(k,q,ω).
Izraz na lijevoj strani predstavlja podintegralne funkcije u "jednadžbi kontinuiteta"
(ω+ iη)ρ ind(q,ω)−qαJindα (q,ω) = 0. (4.3.13)
Ako desnu stranu pomnožimo sa vα(k), te sumiramo po k i σ , dobivamo transportnu
jednadžbu za H = 0, (2.2.12), u režimu idealne voldljivosti
1
V ∑kσ
{
(ω+ iη)vα(k)δn1(k,q,ω)−qαv2α(k)δn0(k,q,ω)+ e
∂ f (k)
∂ε(k)
qαv2α(k)V
tot(q,ω)
}
= 0.
(4.3.14)
Sada eliminiramo δn1(k,q,ω) iz
(ω+ iη)δn0(k,q,ω)−qαvα(k)δn1(k,q,ω) = 0 (4.3.15)
i iz (4.3.14), te iskoristimo izraze za induciranu gustoc´u naboja (4.1.4) i (4.3.4). Do-
bivamo izraz za χ0(q,ω) koji je tocˇan. Med¯utim, zamjena iη → iΓ u tom izrazu daje
krivi rezultat. Razlog tome je što zamjena iη → iΓ u izrazu (4.3.15),
(ω+ iΓ)δn0(k,q,ω)−qαvα(k)δn1(k,q,ω) = 0, (4.3.16)
vodi do ocˇiglednog narušenja jednadžbe kontinuiteta
ωρ ind(q,ω)−qαJindα (q,ω) = 0. (4.3.17)
Dakle, fenomenološko ukljucˇivanje relaksacijskih procesa je konzistentno s jed-
nadžbom kontinuiteta jedino ako cˇlan iηδn(k,q,ω) u jednadžbi (4.3.11) zamijenimo
sa iηδn1(k,q,ω). Dakle, jednadžba gibanja (4.3.2) se raspada na dvije jednadžbe: jed-
nadžbu kontinuiteta [(4.3.15) s ispuštenim iη cˇlanom] i transportnu jednadžbu [(4.3.14)
sa iη zamjenjenim sa iΓ]. Tocˇan rezultat je
χ0(q,ω) = e2
1
V ∑kσ
q2αv
2
α(k)
ω
(−∂ f (k)/∂ε(k))
ω+ iΓ−q2αv2α(k)/ω
, (4.3.18)
σαα(q,ω) = ie2
1
V ∑kσ
v2α(k)(−∂ f (k)/∂ε(k))
ω+ iΓ−q2αv2α(k)/ω
. (4.3.19)
U Drudeovom režimu, qαvF  ω , dobivamo isti rezultat kao i u potpoglavlju 2.3,
σαα(ω) =
ie2
m
ne f fαα
ω+ iΓ
. (4.3.20)
4.4 Alternativni izvod tenzora vodljivosti
Korisno je uvjeriti se da isti izraz za tenzor vodljivosti u Drudeovom režimu možemo
dobiti jednostavnije tako da u jednadžbi (4.3.11) potencijal V tot(q,ω) izrazimo preko
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Eα(q,ω) te potom iskoristimo definiciju inducirane struje (4.3.5). Dobiveni rezultat
ne daje dobar izraz za σαα(q,ω) u Thomas-Fermijevoj granici, no za naša razmatra-
nja to nije bitno, jer nas u ostatku ovog rada zanima samo Drudeov režim. Naravno,
istu proceduru možemo primijeniti na par jednadžbi (4.3.14) i (4.3.17). U tom slucˇaju
dobivam isti (tocˇan) rezultat kao i u prošlom potpoglavlju.
Kao što smo gore spomenuli, induciranu struju možemo zapisati pomoc´u neravno-
težne funkcije raspodjele δn(k,q,ω) ≡ 〈c†kσck+qσ 〉ω i grupne brzine vα (k) na nacˇin
Jindα (q,ω) = σαα (q,ω)Eα (q,ω)
=
1
V ∑kσ
Jα (k,k+)
〈
c†kσck+qσ
〉
ω
≈ 1
V ∑kσ
evα (k)δn(k,q,ω) .
(4.4.1)
Strujna vršna funkcija je ponovno jednaka umnošku grupne brzine i naboja e [izraz
(3.6.2)]. Koristimo baždarenje E(r, t) =−∂V tot(r, t)/∂r [odnosno Eα(q,ω) =−iqα
×V tot(q,ω)], te prevodimo jednadžbu (4.3.11) u formu
[h¯ω+ ih¯η+ ε (k,k+)]δn(k,q,ω) = ih¯
f (k)− f (k+)
ε(k+,k)
vα(k)Eα(k). (4.4.2)
Direktnim uvrštavanjem δn(k,q,ω) iz izraza (4.4.2) u definicijsku relaciju (4.4.1) do-
bivamo
σαα (q,ω) =
1
V ∑k,σ
ih¯|Jα (k,k+) |2 f (k)− f (k+)ε (k+,k)
1
h¯ω+ ih¯η+ ε (k,k+)
. (4.4.3)
Ovaj rezultat odgovara dijagonalnom dijelu tenzora idealne vodljivosti za jednovr-
pcˇani sustav. Za q≈ 0 on se reducira na izraz (4.3.19). Relaksacijske procese možemo
ponovo fenomenološki uvesti zamjenivši adijabatski cˇlan η s mjerom relaksacije Γ
koja ne ovisi o frekvenciji i valnom vektoru. Time dobivamo mikroskopski zapis
obicˇne aproksimacije relaksacijskog vremena iz Poglavlja 2 koji je u suglasju s jed-
nadžbom kontinuiteta (4.3.17) u vodec´em cˇlanu u razvoju po qα/ω .
4.5 Fenomenološka memorijska funkcija
Osnovni problem ovako izracˇunate vodljivosti σαα (q,ω) je da ona nije primjenjiva na
niskodimenzionalne sustave sa znacˇajnim interakcijama med¯u elektronima i to zbog
dva razloga [13]. Prvo i vec´ spomenuto, eksperimentalni podaci pokazuju da mjera
relaksacije Γ obicˇno ovisi o frekvenciji i o indeksu polarizacije α . Drugo, princip
kauzalnosti zahtjeva da je Γα (ω) zapravo imaginarni dio kompleksne relaksacijske
funkcije. Štoviše, u anizotropnim sustavima s jakim interakcijama izmed¯u elektrona
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ona mora ovisiti i o valnom vektoru. Dakle, potrebno je generalizirati izraz (4.4.3)
barem na fenomenološkoj razini.
U tom smislu, za opis mnogih slabointeragirajuc´ih elektronskih sustava uvodimo
tzv. memorijsku funkciju M (k,q,ω). Pomoc´u nje opisujemo makroskopsku funkciju
odgovora (u našem slucˇaju dinamicˇku vodljivost). Dijagramatskim jezikom, memo-
rijska funkcija je vlastita energija elektron-šupljina para u aproksimaciji memorijske
funkcije [13]. U slucˇaju kada M (k,q,ω) ne ovisi o ω , ona se reducira na mjeru re-
laksacije, tj. vrijedi M (k,q)≈ iΓα (k). Ovdje je Γα (k) fenomenološki uvedena mjera
relaksacije Γ iz prethodnih potpoglavlja koja može ovisiti o k i o indeksu polariza-
cije α . Stoga, kako bismo izveli fenomenološki izraz za vodljivost preko memorijske
funkcije, dovoljno je zamijeniti mjeru relaksacije Γ sa M (k,q,ω) u gornjem izrazu za
vodljivost
σαα (q,ω) =
1
V ∑k,σ
ih¯|Jα (k,k+) |2 f (k)− f (k+)ε (k+,k)
1
h¯ω+ h¯M (k,q,ω)+ ε (k,k+)
.
(4.5.1)
Korisno je opet provjeriti dugovalni limes, q→ 0. Koristimo standardne aproksi-
macije, uz pojednostavljenje M (k,q,ω)≈Mα (k,ω), koje pretpostavlja ovisnost me-
morijske funkcije o smjeru q = qα eˆα , ali ne i o iznosu. Rezultat je
σαα (ω) =
ie2
m
1
V ∑kσ
(
−∂ f (k)
∂ε (k)
)
mv2α (k)
ω+Mα (k,ω)
. (4.5.2)
Glavna metoda za analizu izmjerenih spektara koeficijenta refleksije temelji se na
generaliziranoj Drudeovoj formuli koja se dobiva zanemarivanjem ovisnosti Mα (k,ω)
o k, tj.
σαα (ω)≈ ie
2ne f fαα /m
ω+Mα (ω)
≈ ie
2ne f fαα
mω
[
1−Mα(ω)
ω
+ · · ·]. (4.5.3)
Ovdje smo zapisali razvoj u visokoenergetskom režimu, ωM′′α(0). U sljedec´em ko-
raku memorijsku funkciju pišemo na nacˇin Mα (ω) =M′α (ω)+ iM′′α (ω), te dobivamo
generaliziranu Drudeovu formulu
σαα (ω)≈ e
2ne f fαα (ω)/m
Γ˜α (ω)− iω
. (4.5.4)
Ovdje je ne f fαα (ω) = n
e f f
αα / [1+λα (ω)] renormalizirani efektivni broj nosilaca naboja,
a Γ˜α (ω) = Γα(ω)/ [1+λα (ω)] je renormalizirana mjera relaksacije. Koristimo oz-
nake λα (ω) =M′α (ω)/ω i Γα(ω) =M′′α(ω). Važno je uocˇiti da izrazi za vodljivost
zapisani preko memorijske funkcije, iako puno opc´enitiji, i dalje imaju strukturu vod-
ljivosti iz obicˇne transportne teorije (2.3.5). Nadalje, realni i imaginarni dijelovi me-
morijske funkcije mogu se direktno povezati s eksperimentalnim podacima za inverznu
vodljivost. Iz gornjeg izraza slijedi
Γα(ω) =
e2ne f fαα
m
Re
1
σαα(ω)
, 1+λα(ω) =−e
2ne f fαα
mω
Im
1
σαα(ω)
. (4.5.5)
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4.5.1 Struja-struja korelacijska funkcija i memorijska funkcija
Uz pomoc´ Kubo formule za vodljivost, izraz (4.2.11), te izraza za vodljivost (4.5.2)
možemo izraziti struja-struja korelacijsku funkciju na nacˇin (q→ 0)
piαα(ω) = piαα(0)− iωσαα(ω)≡∑
kσ
piαα(k,ω)
=∑
kσ
[
piαα(k,0)+
e2
m
1
V
mv2α(k)
(
−∂ f (k)
∂ε(k)
)
ω
ω+Mα(k,ω)
]
=
e2
m
1
V ∑kσ
mv2α(k)
(
−∂ f (k)
∂ε(k)
)
Mα(k,ω)
ω+Mα(k,ω)
.
(4.5.6)
Ako u memorijskoj funkciji zanemarimo ovisnost o k, u visokoenergetskom re-
žimu, ω M′′α(0), dobivamo
piαα(ω) =−e
2ne f fαα
m
Mα(ω)
ω+Mα(ω)
≈−e
2ne f fαα
m
[
Mα(ω)
ω
−
(
Mα(ω)
ω
)2
+ · · ·
]
. (4.5.7)
Kao što c´emo vidjeti u sljedec´a dva poglavlja, prvi cˇlan u razvoju (4.5.7) igra važnu
ulogu u mikroskopskom opisu vodljivosti BCS supravodicˇa, u normalnom i u supra-
vodljivom stanju.
Poglavlje 5
Memorijska funkcija
U dosadašnjem dijelu rada promatrali smo modele za opis vodljivosti u normalnom
stanju elektronskog podsustava. Ovdje c´emo poopc´iti formalizam racˇuna, što c´e olak-
šati analizu u supravodljivom stanju. Jednadžbe koje c´emo dobiti su opc´enitiji oblik
jednadžbi gibanja iz prethodnog poglavlja. U njima se preko efektivne strujne vršne
funkcije ukljucˇuje raspršenje elektrona na staticˇkom neredu, na fononima, te na drugim
elektronima, na razmjerno jednostavan nacˇin.
5.1 Struja-struja korelacijska funkcija u režimu ide-
alne vodljivosti
U ovom poglavlju nas zanimaju doprinosi korelacijskoj funkciji piαα(q,ω) porijeklom
od raspršenja elektrona na staticˇkom neredu. Hamiltonijan je oblika
H = H0+H ′1+Hint+H
ext
1 +H
ext
2 . (5.1.1)
Ovdje je H0 kineticˇki cˇlan (3.4.3), a Hext1 i H
ext
2 opisuju linearno i kvadratno vezanje
elektrona s vektorskim potencijalom Aext(q,ω) [izrazi (3.4.7) i (3.4.9)]. Raspršenje na
staticˇkom neredu opisano je sa
H ′1 = ∑
kk′σ
V (k,k′)c†kσck′σ , (5.1.2)
a Hint je dugodosežni kulonski cˇlan. Radi lakše usporedbe s izrazima iz prošlog po-
glavlja korisno je organizirati racˇun tako da su doprinosi razvrstani po potencijama od
|V (k,k′)|2.
U prethodnom poglavlju koristili smo baždarenje preko skalarnog potencijala. Ov-
dje c´emo koristiti baždarenje preko vektorskog potencijala, Eα(q,ω)= (iω/c)Atotα (q,ω).
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Ono nam omoguc´uje zapis inducirane struje kao
Jindα (q,ω) =
i
ω
[
piαα(q,ω)−piαα(q)
] iω
c
Atotα (q,ω)
=−1
c
piαα(q,ω)Atotα (q,ω)+ · · · .
(5.1.3)
Bez smanjenja opc´enitosti uzimamo jednu komponentu q u Hext1 , te dugovalnu granicu
za strujnu vršnu funkciju, Jα(k,k+q)≈ evα(k), te dobivamo
Hext1 =−
1
c∑kσ
Aextα (q, t)evα(k)c
†
kσck+qσ . (5.1.4)
Treba naglasiti da Aextα (q, t) možemo koristiti za opis vezanja s elektromagnetskim
poljem obje polarizacije. U longitudinalnom slucˇaju c´e Hint imati istu ulogu kao i u
jednadžbi (4.3.10). Atotα (q,ω) c´e dakle predstavljati longitudinalni zasjenjeni vektorski
potencijal.
U ovom baždarenju jednadžbu gibanja za opservablu 〈c†kσck+qσ 〉t možemo dobiti
iz izraza (4.3.10) zamjenom V tot(q, t)→−(vα(k)/c)Atotα (q, t). Rezultat je[
h¯ω+ ih¯η+ ε(k)− ε(k+q)]〈c†kσck+qσ 〉ω =[〈c†kσckσ 〉−〈c†k+qσck+qσ 〉]
×
(
−1
c
)
evα(k)Atotα (q,ω).
(5.1.5)
Induciranu struju dobivamo uvrštavanjem izraza za 〈c†kσck+qσ 〉ω u definicijsku relaciju
(4.4.1),
Jindα (q,ω) =
1
V ∑kσ
evα(k)〈c†kσck+qσ 〉ω
=−1
c
1
V ∑kσ
e2v2α(k)
f (k)− f (k+q)
h¯ω+ ih¯η+ ε(k)− ε(k+q)A
tot
α (q,ω).
(5.1.6)
Dakle, doprinos nultog reda u |V (k,k′)|2 struja-struja korelacijskoj funkciji je
pi [0]αα(q,ω) =
1
V ∑kσ
e2v2α(k)
f (k)− f (k+q)
h¯ω+ ih¯η+ ε(k)− ε(k+q) . (5.1.7)
Ovaj izraz nije prikladan za manipulaciju oblika iη → iΓ preko koje fenomenološki
ukljucˇujemo relaksacijske procese. Na taj nacˇin u dugovalnoj granici dobivamo rezul-
tat pi [0]αα ∼ q2α . Kako je u Drudeovom režimu qαvFω , ovaj doprinos išcˇezava. Stoga,
da bismo ukljucˇili raspršenje elektrona na staticˇkom neredu u ovom formalizmu, po-
trebno je procese raspršenja u H ′1 tretirati eksplicitno, pocˇevši od |V (k,k′)|2 doprinosa.
5.2 Raspršenje na staticˇkom neredu
Cˇlan hamiltonijana H ′1 kojeg smo uveli u izrazu (5.1.1), opisuje raspršenje na staticˇ-
kom neredu. Buduc´i da su on i cˇlan Hext1 jednocˇesticˇnog oblika, procese vezane uz
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raspršenje na staticˇkom neredu možemo efektivno ukljucˇiti u piαα(q,ω) tako da defi-
niramo efektivno vezanje izmed¯u vodljivih elektrona i polja Aextα (q, t) koje je linearno
u V (k,k′),
H˜ext1 =−
1
c∑qα
Aextα (q, t)∑
kσ
∑
k′
jα(k,k′)c†kσck′σ . (5.2.1)
Efektivnu strujnu vršnu funkciju jα(k,k′) možemo odrediti na nacˇin izložen u potpo-
glavlju 5.3, gdje dobivamo
jα(k,k′) =
V (k,k′)
h¯ω
[
Jα(k)− Jα(k′)
]
. (5.2.2)
Analogno definiciji operatora gustoc´e struje, izraz (3.5.2), definiramo operator efek-
tivne gustoc´e struje,
jˆα(q) =∑
kσ
∑
k′
jα(k,k′)c†kσck′σ . (5.2.3)
Zamjenom k+q→ k′ i evα(k)→ jα(k,k′) u jednadžbi gibanja (5.1.5) dobivamo[
h¯ω+ih¯η+ε(k)−ε(k′)]〈c†kσck′σ 〉ω = [〈c†kσckσ 〉−〈c†k′σck′σ 〉](−1c
)
jα(k,k′)Atotα (q,ω).
(5.2.4)
Direktnim uvrštavanjem izraza za 〈c†kσck′σ 〉ω u definiciju inducirane efektivne struje
dobivamo
jindα (q,ω) =
1
V ∑kk′σ
jα(k,k′)〈c†kσck′σ 〉ω
=−1
c
1
V ∑kk′σ
j2α(k,k
′)
f (k)− f (k′)
h¯ω+ ih¯η+ ε(k)− ε(k′)A
tot
α (q,ω).
(5.2.5)
Doprinos struja-struja korelacijskoj funkciji koji je kvadratni u V (k,k′) poprima dakle
oblik
pi [2]αα(q,ω) =
e2
(h¯ω)2
1
V ∑kσ∑k′
|V (k,k′)|2 f (k)− f (k
′)
h¯ω+ ih¯η+ ε(k)− ε(k′)
[
vα(k)− vα(k′)
]2
,
(5.2.6)
gdje je k′ = k+ q′. Ovdje smo iskoristili definiciju efektivne strujne vršne funkcije
jα(k,k′) te cˇinjenicu da je Jα(k) = evα(k).
Da bismo dobili željeni zapis vodljivosti koristimo u prvom koraku raspis
[vα(k)− vα(k′)]2 = vα(k)[vα(k)− vα(k′)]+ vα(k′)[vα(k′)− vα(k)]. (5.2.7)
Nakon uvrštavanja u izraz (5.2.6) te zamjene k k′ u drugom cˇlanu, kvadratni dopri-
nos tenzoru vodljivosti postaje
σ [2]αα(ω) =
i
ω
pi [2]αα(ω)
=
e2
(h¯ω)2
1
V ∑kσ∑k′
|V (k,k′)|2 i
ω
[ f (k)− f (k′)]v2α(k)
(
1− vα(k
′)
vα(k)
)
×
(
1
h¯ω+ ih¯η+ ε(k)− ε(k′) +
1
h¯ω+ ih¯η+ ε(k′)− ε(k)
)
.
(5.2.8)
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Ovaj doprinos možemo povezati s razvojem tenzora vodljivosti po Mα(ω)/ω iz proš-
log poglavlja [izraz (4.5.3)],
σ [2]αα(ω)≈− ie
2ne f fαα
mω2
M[2]α (ω)
=− ie
2
mω2
1
V ∑kσ
mv2α(k)∑
k′
f (k)− f (k′)
ε(k′)− ε(k)
(
−1
h¯
)
|V (k,k′)|2
(
1− vα(k
′)
vα(k)
)
× ∑
s=±1
1
h¯ω+ ih¯η+ sε(k,k′)
.
(5.2.9)
U izrazu u prvom retku su separirane sumacije po valnim vektorima k i k′. Da bismo
postigli separiranu formu i u drugom retku potrebno je nacˇiniti neka pojednostavljenja.
Standardno se u izrazu |V (k,k′)|2 k zamijeni sa kF , sa slicˇnim pojednostavljenjima u
ostalim faktorima. Sumacija po k sada daje ne f fαα , a sumacija po k′ memorijsku funkciju
M[2]α (kF ,ω)≡M[2]α (ω). Rezultat je
σ [2]αα(ω)≈− ie
2ne f fαα
mω2 ∑k′
(
−1
h¯
)
|V (kF ,k′)|2
(
1− vα(k
′)
vα(kF)
)
× ∑
s=±1
1
h¯ω+ ih¯η+ sε(kF ,k′)
,
(5.2.10)
M[2]α (kF ,ω) =−∑
k′
1
h¯
|V (kF ,k′)|2
(
1− vα(k
′)
vα(kF)
)
∑
s=±1
1
h¯ω+ ih¯η+ sε(kF ,k′)
.
(5.2.11)
Buduc´i da se u kupratima svojstva elektrona uzduž Fermijeve plohe jako mijenjaju s
valnim vektorom, ova vrsta aproksimacije nec´e nužno biti dobra. No, mi možemo de-
finirati memorijsku funkciju bez ikakvih pojednostavljenja u relaciji (5.2.9). Formalno
rješenje je
M[2]α (ω) =− 1
ne f fαα
1
V ∑kσ
mv2α(k)∑
k′
f (k)− f (k′)
ε(k′)− ε(k)
1
h¯
|V (k,k′)|2
(
1− vα(k
′)
vα(k)
)
× ∑
s=±1
1
h¯ω+ ih¯η+ sε(k,k′)
.
(5.2.12)
Ovaj izraz je u osnovi modela koji zovemo generalizirani Drudeov model za tenzor
vodljivosti. U njemu Mα(ω) predstavlja Mα(k,ω) iz (5.2.11) koji je uprosjecˇen preko
Fermijeve plohe.
5.3 Racˇun efektivne strujne vršne funkcije
Jedan nacˇin da odredimo strukturu efektivne strujne vršne funkcije za raspršenje na
staticˇkom neredu, na fononima ili drugim elektronima, je da iskoristimo Kubo for-
mulu iz potpoglavlja 4.2 za slucˇaj µ = α . Za raspršenje na staticˇkom neredu prvi
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relevantni doprinos struja-struja korelacijskoj funkciji ocˇito je reda (H ′1)
2. U komu-
tatoru
[
Jˆα(q),H
]
u Kubo formuli za nezasjenjenu struja-struja korelacijsku funkciju
[izrazi (4.2.5) i (4.2.6)]
Vpiαα (q,ω) =− 1
(h¯ω)2
[Φαα (ω)−Φαα (0)] , (5.3.1)
Φαα (ω) = 〈〈
[
Jˆα (q) ,H
]
;
[
Jˆα (−q) ,H
]〉〉iredω , (5.3.2)
zadržavamo samo doprinose linearne u V (k,k′).
Koristec´i pravila racˇuna komutatora iz Dodatka A.3, dobivamo
[
Jˆα(q),H ′1
]
=
[
∑
kσ
Jα(k,k+q)c†kσck+qσ , ∑
k′k′′σ ′
V (k′,k′′)c†k′σ ′ck′′σ ′
]
=∑
kσ
Jα(k,k+q) ∑
k′k′′σ ′
V (k′,k′′)
(
δk+q,k′δσ ,σ ′c†kσck′′σ ′−δk,k′′δσ ,σ ′c†k′σ ′ck+qσ
)
=∑
kσ
Jα(k,k+q)∑
k′
(
V (k′,k+q)c†kσck′σ −V (k′,k)c†k′σck+qσ
)
q→0≈ ∑
kk′σ
Jα(k)V (k′,k)
(
c†kσck′σ − c†k′σckσ
)
= ∑
kk′σ
V (k,k′)
[
Jα(k)− Jα(k′)
]
c†kσck′σ .
(5.3.3)
Ovdje smo u trec´em i petom redu koristili cˇinjenicu da je V (k,k′) =V (k′,k). Uvršta-
vanjem tog izraza u Kubo formule (5.3.1) i (5.3.2) dobivamo
pi [2]αα(q,ω) =− 1V ∑kk′σ ∑k1k′1
1
C2
jα(k,k′) jα(k1,k′1)
[
〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉
ired
ω
−〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉
ired
ω=0
]
.
(5.3.4)
Ovdje smo efektivnu strujnu vršnu funkciju jα(k,k′) povezali sa V (k,k′) na nacˇin
jα(k,k′) =C
V (k,k′)
h¯ω
[
Jα(k)− Jα(k′)
]
. (5.3.5)
〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉iredω je Fourierov transformat retardirane korelacijske funkcije
〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉iredt ,
〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉
ired
t =−
i
h¯
θ(t)
〈[
(c†kσck′σ )t ,(c
†
k1σck′1σ )0
]〉
=
1
2pi
∫ +∞
−∞
dωeiωteηt〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉
ired
ω .
(5.3.6)
Da bismo odredili konstantu C u izrazu (5.3.5) potrebno je izracˇunati korelacijsku
funkciju 〈〈c†kσck′σ ;c†k1σck′1σ 〉〉iredt i usporediti dobiveni rezultat s izrazom (5.2.10). To
se može napraviti na više nacˇina, a rezultat je C = 1. Stoga je jα(k,k′) dobro dan
izrazom (5.2.2).
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5.4 Sila-sila korelacijska funkcija
U prethodnim raspravama smo se uvjerili koje sve prednosti ima formalizam jednadžbi
gibanja za opservablu (c†kσck′σ )t u opisu odzivnih funkcija elektronskih sustava sa sla-
bim interakcijama. Dvije najvažnije su: (1) fizikalna transparentnost racˇuna, (2) tri-
vijalan nacˇin na koji se temperatura pojavljuje u racˇunu, preko funkcije distribucije
〈c†kσckσ 〉 ≈ f (k). Glavni nedostaci metode su: (1) nepreglednost razvrstavanja dopri-
nosa višeg reda u smetnji H ′1 i/ili H
′
2, (2) relativno slaba zastupljenost ove metode u
udžbenicˇkim raspravama.
Dakle, zanima li nas dinamicˇka vodljivost u sustavima s jakim interakcijama te
usporedba rezultata sa standardnim rezultatima potrebno je upotrijebiti temperaturno
ovisni racˇun smetnje. U ovom potpoglavlju c´emo izvesti izraz za memorijsku funkciju
na ovaj nacˇin. Zbog kompletnosti analize promotrit c´emo raspršenje elektrona na fono-
nima. Treba naglasiti da se ova metoda obicˇno naziva racˇun vodljivosti preko sila-sila
korelacijske funkcije. Kao što c´emo vidjeti rezultat je isti kao i kod korištenja racˇuna
preko memorijske funkcije iz prethodnih potpoglavlja. Dakle, rijecˇ je o istom racˇunu
za koji autori koriste dva razlicˇita imena [12, 15]. Detalji racˇuna iz ovog potpoglavlja
nalaze se u Dodatku C.
Polazimo dakle od ukupnog hamiltonijana koji ukljucˇuje elektrone i fonone, te ve-
zanje med¯u njima oblika1
H ′1 = ∑
kq′σν
Vν(k′,k)√
N
(aνq′+a
†
ν−q′)c
†
k′σckσ . (5.4.1)
Ovdje su a†ν−q′ i aνq′ fononski operatori stvaranja i poništenja, dok indeks ν oznacˇava
fononsku granu. Gornji hamiltonijan ukljucˇuje raspršenje na akusticˇnim i opticˇkim fo-
nonima, kao i kanal raspršenja koji odgovara staticˇkom neredu (ν = 0). Radi jasnoc´e
ogranicˇit c´emo se na akusticˇne fonone te c´emo indeks ν ispustiti iz daljnjih zapisa.
Dijagramatski doprinosi sila-sila korelacijskoj funkciji koji su drugog reda u H ′1,
izraz (C.1.9), tj. u formalizmu jednadžbi gibanja izraz (5.2.9), predstavljeni su na Slici
5.2. Oni cˇine vodec´i cˇlan ukupne korelacijske funkcije prikazane na Slici 5.1. Pro-
motrit c´emo doprinos 2A1 koji sadrži kao gradivni element vlastitu energiju elektrona
(preostala tri doprinosa iz (5.2.9), tj. (C.1.9) dobivaju se na isti nacˇin). Za taj doprinos
imamo
pi [2A1]αα (q, iωn) =− 1V
1
(ih¯ωn)2 ∑kk′σ
Jα(k)2
∫ β h¯
0
dτ
(
eiωnτ −1) |V (k′,k)|2
N
×〈Tτ c†kσ (τ)ck+q′σ (τ)eτH(a†q′+a−q′)e−τHc†k+q′σckσ (aq′+a†−q′)〉.
(5.4.2)
1Primijetimo da smo cˇlan hamiltonijana koji opisuje raspršenje na staticˇkom neredu i pripadnu jakost
vezanja, izraz (5.1.2), takod¯er oznacˇili s H ′1 i V (k,k
′). U ostatku rada to nec´e voditi do zabuna.
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Ovdje je k′ = k+q′. Buduc´i da elektronski i fononski operatori komutiraju, korištenje
Wickovog teorema je znatno olakšano. Za fononski dio dobivamo
〈Tτ eτH(a†q′+a−q′)e−τH(aq′+a†−q′)〉= 〈Tτ A(−q′,τ)A(q′,0)〉
=−〈Tτ A(q′,0)A(−q′,τ)〉
= D(q′,−τ),
(5.4.3)
a za elektronski dio
〈Tτ c†kσ (τ)ck+q′σ (τ)c†k+q′σ (0)ckσ (0)〉= 〈Tτ c†kσ (τ)ckσ (0)〉〈Tτ ck+q′σ (τ)c†k+q′σ (0)〉
= G(k,−τ)G(k+q′,τ).
(5.4.4)
Ovdje smo iskoristili definiciju fononskog propagatoraD(q,τ−τ ′)=−〈Tτ A(q,τ)A(−q′,τ ′)〉
te definiciju elektronskog propagatora G(k,τ−τ ′) =−〈Tτ ckσ (τ)c†kσ (τ ′)〉. Dakle, do-
prinos vezan uz prvi od cˇetri cˇlana sa Slike 5.2 možemo pisati na nacˇin
pi [2A1]αα (q, iωn) =− 1V
1
(ih¯ωn)2 ∑kk′σ
J2α(k)
∫ β h¯
0
dτ
(
eiωnτ −1) |V (k,k′)|2
N
×D(q′,−τ)G(k,−τ)G(k+q′,τ).
(5.4.5)
Kao što je pokazano u Dodatku C.2, nakon Fourierovih transformacija taj izraz prelazi
u
pi [2A1]αα (q, iωn)≈− 1(ih¯ωn)2
1
V
[
Φ[2A1]αα (iωn)−Φ[2A1]αα (0)
]
, (5.4.6)
gdje je
Φ[2A1]αα (iωn) = ∑
kk′σ
J2α(k)
1
β 2h¯2∑iνn∑iωm
G(k, iνn− iωn)G(k′, iνn+ iωm)F (q′, iωm).
(5.4.7)
Propagator F (q′, iωm) = (|V (k,k′)|2/N)D(q′, iωm) se obicˇno naziva sila-sila korela-
cijska funkcija. Za preostale dijagrame 2A2, 2B1 i 2B2 sa Slike 5.2 dobivamo tri
preostala cˇlana u (5.2.9), tj. (C.1.9). Takod¯er, raspršenje na staticˇkom neredu te na
drugim elektronima vodi do iste forme za izraz Φαα(iωn). Dakle, u generalnom slu-
cˇaju dobivamo
pi [2]αα(q, iωn)≈− 1(ih¯ωn)2
1
V
[
Φ[2]αα(iωn)−Φ[2]αα(0)
]
, (5.4.8)
Φ[2]αα(iωn)= ∑
kk′σν
[
Jα(k)− Jα(k′)
]2 1
β 2h¯2∑iνn∑iωm
G(k, iνn−iωn)G(k′, iνn+iωm)Fν(q′, iωm).
(5.4.9)
Ovdje Fν(q′, iωm) ukljucˇuje sve relevantne kanale raspršenja.
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Slika 5.1: Dijagramatski prikaz ukupne korelacijske funkcije piαα(q, iωn) sa istaknu-
tim vodec´im cˇlanom ∼ (H ′1)2. Otvoreni kvadrati su efektivne strujne vršne funkcije
(5.2.2), a crtkana linija sila-sila korelacijska funkcija, F (q′, iωm).
Slika 5.2: Vodec´i cˇlan u struja-struja korelacijskoj funkciji u formalizma jednadžbi gi-
banja [izraz (5.2.9)] i u formalizmu sa sila-sila korelacijskom funkcijom [izraz (C.1.9)].
Zaokruženi dijelovi predstavljaju efektivne strujne vršne funkcije. Pune tocˇke pred-
stavljaju neinteragirajuc´e strujne vršne funkcije. Doprinos 2A1 predstavlja doprinos s
vlastitiom energijom elektrona, 2A2 doprinos s vlastitom energijom šupljine, a dopri-
nos 2B = 2B1+2B2 vršne popravke.
Na kraju, koristimo definiciju memorijske funkcije (izraz (2.4.1) i [15])
piαα(ω) =
piαα(0)Mα(ω)
ω+Mα(ω)
≈ piαα(0)
[
Mα(ω)
ω
−
(
Mα(ω)
ω
)2
+ · · ·
]
,
pi [2]αα(ω) =−e
2ne f fαα
m
M[2]α (ω)
ω
.
(5.4.10)
Ovdje smo u prvom retku napravili visokoenergetski razvoj. Konacˇno, koristec´i izraz
(5.4.8) za struja-struja korelacijsku funkciju dobivamo memorijsku funkciju. Rezultat
je
M[2]α (ω) =
m
ne f fαα e2Vh¯2ω
[
Φ[2]αα(ω)−Φ[2]αα(0)
]
. (5.4.11)
Ovdje je funkcijaΦ[2]αα(ω) dobivena analiticˇkim produljenjem funkcijeΦ
[2]
αα(iωn) (iωn→
ω + iη). Primijetimo da je razvoj (5.4.10) identicˇan razvoju (4.5.7). Razlika je što
smo u Poglavlju 4 do struja-struja korelacijske funkcije došli koristec´i formalizam jed-
nadžbi gibanja, gdje je uvod¯enje memorijske funkcije fenomenološki opravdano nje-
nom identifikacijom s vlastitom energijom elektron-šupljina para u dijagramatskom
racˇunu. S druge strane, ovdje je korišten Matsubarin formalizam, te je memorijska
funkcija ušla egzaktno.
Poglavlje 6
Dinamicˇka vodljivost BCS
supravodicˇa
Bardeen-Cooper-Schriefferova teorija supravodljivosti opisuje kako privlacˇna efek-
tivna interakcija med¯u elektronima vodi do nestabilnosti sustava vodljivih elektrona
prema supravodljivom ured¯enom stanju. Ta nestabilnost nastupa kada odgovarajuc´a
amplituda raspršenja elektrona postane proizvoljno velika. U tom slucˇaju novo ravno-
težno stanje se više ne može izvesti perturbativnim racˇunom. Drugacˇije recˇeno, novo
ravnotežno stanje nije perturbacija normalnog stanja sustava vodljivih elektrona.
U ovom poglavlju uvjerit c´emo se da metodu jednadžbi gibanja iz prethodnog po-
glavlja možemo koristiti za opis jednocˇesticˇnih pobud¯enja u ured¯enom BCS stanju.
Prvo c´emo dijagonalizirati BCS hamiltonijan i uvesti Nambuovu reprezentaciju. Zatim
c´emo odrediti strukturu hamiltonijana vezanja vodljivih elektrona s vanjskim elektro-
magnetskim poljem i na kraju izvesti Mattis-Bardeenov rezultat te komentirati pret-
postavke njegovog izvoda.
6.1 BCS hamiltonijan u aproksimaciji srednjeg polja
U BCS teoriji elektronski dio hamiltonijana ima oblik
Hel =∑
kσ
ε(k)c†kσckσ +∑
kk′
V (k,k′)
N
c†k↑c
†
−k↓c−k′↓ck′↑, (6.1.1)
gdje V (k,k′) predstavlja efektivnu privlacˇnu interakciju izmed¯u elektrona koja je od-
govorna za sparivanje elektrona u Cooperove parove1. U BCS teoriji V (k,k′) potjecˇe
od interakcije elektrona s fononima, no u generalnom slucˇaju može potjecati od bilo
koje vrste bozonskih modova. Ako definiramo operatore
bˆ(k) = c−k↓ck↑, bˆ†(k) = c†k↑c
†
−k↓ (6.1.2)
1Primijetimo da je V (k,k′) imao drugacˇije znacˇenje u prethodna dva poglavlja.
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i primijenimo aproksimaciju srednjeg polja2 na bˆ†(k)bˆ(k′), dobivamo efektivni jedno-
cˇesticˇni BCS hamiltonijan
HMFAel =∑
kσ
ε(k)
[
c†kσckσ − c−k↓c†−k↓
]
−∑
k
[
∆(k)c†k↑c
†
−k↓+∆
∗(k)c−k↓ck↑
]
+∑
k
[ε(k)+∆(k)b∗(k)] .
(6.1.3)
Ovdje smo definirali pomoc´nu velicˇinu ∆(k) koja ima dimenziju energije, na nacˇin
∆(k) =−∑
kσ
1
N
V (k,k′)b(k′). (6.1.4)
U prethodna dva izraza termodinamicˇki prosjek operatora (6.1.2) oznacˇili smo na na-
cˇin 〈bˆ(k)〉 ≡ b(k) i 〈bˆ†(k)〉 ≡ b∗(k). Da bismo pojednostavili raspravu, u ostatku ovog
rada pretpostavit c´emo da je ∆(k) ∈ R.
Gornji hamiltonijan je jednocˇesticˇan, tj. bilinearan u elektronskim operatorima.
No, za razliku od vec´ine ostalih efektivnih jednocˇesticˇnih hamiltonijana on sadrži cˇla-
nove oblika cc i c†c† koji ne cˇuvaju broj elektrona. Nambu je predložio jednostavan
trik da se taj hamiltonijan prevede u standardnu formu koju možemo lako dijagonali-
zirati. On je uveo dvije vrste kvazicˇestica koje predstavljaju elektrone opisane sa k ↑
i šupljine opisane sa −k ↓. U nedijagonalnoj {lk} reprezentaciji (l ∈ {c,c}) možemo
dakle pisati
c†k↑ ≡ c†ck, c−k↓ ≡ c†ck
Ψk =
(
ck↑
c†−k↓
)
=
(
cck
cck
)
, Ψ†k = (c
†
ck c
†
ck).
(6.1.5)
Velicˇine Ψk i Ψ†k nazivamo Nambuovi spinori. Prvi dio u BCS hamiltonijanu (6.1.3)
sada postaje
∆Hel ≈∑
k
ε(k)
[
c†ckcck− c†ckcck
]−∑
k
[
∆(k)c†ckcck+∆(k)c
†
ckcck
]
=∑
lk
εl(k)c†lkclk−∑
k
[
∆(k)c†ckcck+∆(k)c
†
ckcck
]
=∑
ll′
∑
k
∆H ll
′
el (k)c
†
lkcl′k
≡∑
k
Ψ†k∆Hel(k)Ψk.
(6.1.6)
U drugom redu smo definirali kratice εl(k) na nacˇin: εc(k) = −εc(k) ≡ ε(k) > 0. U
cˇetvrtom redu zapisali smo hamiltonijan uz pomoc´ Nambuovih spinora, gdje je
∆Hel(k) =
(
ε(k) −∆(k)
−∆(k) −ε(k)
)
. (6.1.7)
2Pod aproksimacijom srednjeg polja podrazumijevamo transformaciju AB→ A〈B〉+ 〈A〉B−〈A〉〈B〉.
Greška od ove transformacije je drugog reda u devijacijama A i B od njihovih prosjecˇnih vrijednosti, tj.
AB−〈A〉B−A〈B〉+ 〈A〉〈B〉= (A−〈A〉)(B−〈B〉).
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U Dodatku D.1 pokazano je da hamiltonijan (6.1.6) možemo dijagonalizirati kao i
bilo koji efektivni problem s dvije vrste kvazicˇestica/cˇestica. Rezultat je
Hel = ∑
L=C,C
∑
k
EL(k)c†LkcLk. (6.1.8)
Ovdje su sa c†Lk i cLk oznacˇeni dijagonalizirani kvazicˇesticˇni operatori u Nambuovoj
reprezentaciji [izraz (D.1.4)]. Kvazicˇesticˇna energija definirana je sa
EC,C(k) =±12
√
[εc(k)− εc(k)]2+4∆2(k) =±
√
ε2(k)+∆2(k)≡±E(k). (6.1.9)
Primijetimo da u generalnom slucˇaju disperzije EC(k) i EC(k) nemaju jednostavnu
ovisnost o valnom vektoru k, jer osim u disperziji ε(k) ona postoji i u parametaru
ured¯enja ∆(k).
6.2 BCS jednadžba samosuglasnosti
Najjednostavniji nacˇin odred¯ivanja samosuglasne BCS jednadžbe podrazumijeva mi-
nimizaciju termodinamicˇkog potencijala po parametru ured¯enja. Alternativni nacˇin
zahtjeva korištenje anomalnih Greenovih funkcija. On je dan u Dodatku D.2.
Ukupni hamiltonijan sastoji se od dijagonaliziranog dijela i dijela koji opisuje ko-
rekcije srednjeg polja
H =∑
Lk
EL(k)c†LkcLk+∑
k
[
ε(k)−∑
k′
1
N
V (k,k′)b∗(k)b(k′)
]
. (6.2.1)
Termodinamicˇki potencijal je dan sa
Ω(b,b∗) =− 1
β ∑Lk′
ln
[
1+ eβ (µ−EL(k))
]
+∑
k′
ε(k′)− ∑
k′k′′
1
N
V (k′,k′′)b∗(k′)b(k′′).
(6.2.2)
Minimizacijom gornjeg izraza po parametru b∗(k) dobivamo
∂Ω(b,b∗)
∂b∗(k)
=− 1
β ∑Lk′
eβ (µ−EL(k′))
1+ eβ (µ−EL(k′))
(−β )∂EL(k
′)
∂b∗(k)
−∑
k′k′′
1
N
V (k′,k′′)b(k′′)
∂b∗(k′)
∂b∗(k)
= 0.
(6.2.3)
U drugom cˇlanu vrijedi (∂b∗(k′)/∂b∗(k)) = δk′,k, pa je on jednak ∆(k). Nakon iz-
vrednjavanja derivacije ∂EL(k′)/∂b∗(k) u prvom cˇlanu dobivamo BCS samosuglasnu
jednadžbu,
∆(k) =∑
k′
1
N
V (k,k′)∆(k′)
fC(k′)− fC(k′)
EC(k′)−EC(k′) . (6.2.4)
Ova jednadžba igra centralnu ulogu kod odred¯ivanja karakteristika supravodljivog sta-
nja u slabo vezanim3 BCS supravodicˇima. Ona je opc´eg oblika u smislu da nikakav
3engl. "weak coupling"
44 POGLAVLJE 6. DINAMICˇKA VODLJIVOST BCS SUPRAVODICˇA
uvjet nije postavljen na simetriju interakcije V (k,k′), te da vrijedi za arbitrarnu tem-
peraturu. U Dodatku D.3 razmatramo samosuglasnu BCS jednadžbu za dva izbora
interakcije V (k,k′).
6.3 Minimalna supstitucija
U prethodnom poglavlju opisali smo raspršenje elektrona na staticˇkom neredu na efek-
tivan nacˇin, uvodec´i efektivno vezanje vodljivih elektrona i vektorskog potencijala. To
nam je omoguc´ilo korištenje jednadžbi gibanja koje znamo riješiti i u kojima imamo
kontrolu nad zakonom sacˇuvanja energije. Sada c´emo pokazati da iste jednadžbe giba-
nja možemo koristiti za opis korelacijskih funkcija u modelima s dvije vrpce. Hamil-
tonijan (6.2.1) nam je ovdje od primarnog interesa.
Prvo promotrimo linearno vezanje elektrona i vektorskog potencijala u izrazima
(3.4.7) i (5.2.1). Oni imaju istu strukturu; oba su umnožak vektorskog potencijala i
operatora gustoc´e struje4. Tu strukturu možemo zapisati kao
Hext =−1
c∑qα
Aextα (q, t)Jˆα(−q), (6.3.1)
ako uvedemo pomoc´ni operator gustoc´e struje Jˆα(−q′′) na nacˇin
Jˆα(−q′′) =∑
kσ
Jα(k+q′′,k)c†k+q′′σckσ . (6.3.2)
U izvornom hamiltonijanu vezanja, Hext1 , gustoc´u Jˆα(−q) dobivamo za Jˆα(−q′′ →
−q), dok u efektivnom hamiltonijanu vezanja za Jˆα(−q) = ∑q′ Jˆα(q′). U prvom slu-
cˇaju je strujna vršna funkcija Jα(k+q′′,k)≈ evα(k), a u drugom je jα(k,k+q′).
Da bismo opisali vezanje Nambuovih kvazicˇestica i vektorskog potencijala u ure-
d¯enom BCS stanju potrebno je odrediti strukturu pomoc´nog operatora gustoc´e struje
(6.3.2) u {Lk} reprezentaciji. Koristimo vezu izmed¯u operatora c†lk i c†Lk, te dobivamo
(k′′ = k+q′′)
Jˆα(−q′′) =∑
k
[
Jα(k′′,k)c†k′′↑ck↑+ Jα(k
′′,k)c†k′′↓ck↓
]
=∑
k
[
Jα(k′′,k)c†k′′↑ck↑− Jα(k′′,k)ck↓c†k′′↓
]
=∑
k
[
Jα(k′′,k)c†k′′↑ck↑+ Jα(−k,−k′′)c−k′′↓c†−k↓
]
=∑
k
[
Jα(k′′,k)c†ck′′cck+ Jα(k
′′,k)c†ck′′cck
]
=∑
k
Jα(k′′,k)∑
l
c†lk′′clk
=∑
k
∑
l
Jα(k′′,k)∑
LL′
Uk′′(l,L
′)U∗k (l,L)c
†
L′k′′cLk.
(6.3.3)
4Izraz (3.5.1) je upravo takav eksplicitni zapis za Hext1 .
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Dakle,
Jˆα(−q′′) =∑
L′L
∑
k
JL
′L
α (k+q
′′,k)c†L′k+q′′cLk. (6.3.4)
U cˇetvrtom redu izraza (6.3.3) koristili smo relaciju Jα(−k,−k′′) = Jα(k′′,k), a u
izrazu (6.3.4) definirali smo strujnu vršnu funkciju dvovrpcˇanog sustava,
JL
′L
α (k
′′,k) = Jα(k′′,k)∑
l
Uk′′(l,L
′)U∗k (l,L). (6.3.5)
Direktnim uvrštavanjem dobivamo
JCCα (k
′′,k) = JCCα (k′′,k) = Jα(k′′,k)(uk′′uk+ vk′′vk) = Jα(k′′,k)l(k′′,k),
JCCα (k′′,k) = J
CC
α (k′′,k) = Jα(k′′,k)(uk′′vk− vk′′uk) = Jα(k′′,k)p(k′′,k).
(6.3.6)
l(k′′,k) i p(k′′,k) su standardni udžbenicˇki BCS koherentni faktori vrste II [25]. Di-
rektnom supstitucijom dobivamo
Hext1 =−
1
c∑qα
Aextα (q, t)∑
L′L
∑
k
JL
′L
α (k+q,k)c
†
L′k+qcLk, (6.3.7)
H˜ext1 =−
1
c∑qα
Aextα (q, t)∑
L′L
∑
kk′
jL
′L
α (k,k+q
′)c†L′kcLk′. (6.3.8)
Ovdje strujne vršne funkcije odgovaraju onima iz izraza (6.4.7) odnosno (6.4.8).
6.4 Mattis-Bardeen model vodljivosti
Da bismo odredili tenzor vodljivosti u ured¯enom BCS stanju do drugog reda uV (k,k′)
potrebno je proširiti jednadžbe gibanja (5.1.5) i (5.2.4) u jednovrpcˇanim sustavima
u jednadžbe gibanja za sustave s više vrpci. Poopc´enje je trivijalno: zamjenjujemo
kvantne brojeve k i k′′ sa Lk i L′k′′. Rezultat je[
h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k+q)
]〈c†LkcL′k+q〉ω = [〈c†LkcLk〉−〈c†L′k+qcL′k+q〉]
×
(
−1
c
)
JL
′L
α (k+q,k)A
tot
α (q,ω),
(6.4.1)
[
h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k′)
]〈c†LkcL′k′〉ω =[〈c†LkcLk〉−〈c†L′k′cL′k′〉]
×
(
−1
c
)
jLL
′
α (k,k
′)Atotα (q,ω).
(6.4.2)
Prva jednadžba gibanja sadrži strujnu vršnu funkciju JL
′L
α (k+ q,k), dok druga, koja
opisuje doprinos koji je kvadratan u V (k,k′) sadrži efektivnu strujnu vršnu funkciju
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jLL
′
α (k,k′). Doprinos nultog reda u induciranoj struji za dvovrpcˇani sustav dan je rela-
cijom5
Jindα (q,ω) =
1
V ∑k ∑LL′
JLL
′
α (k,k+q)〈c†LkcL′k+q〉ω . (6.4.3)
S druge strane, kvadratni doprinos opisan je sa
jindα (q,ω) =
1
V ∑kk′∑LL′
jLL
′
α (k,k
′)〈c†LkcL′k′〉ω . (6.4.4)
Direktnim uvrštavanjem iz jednadžbi gibanja dobivamo nulti i kvadratni doprinos struja-
struja korelacijskoj funkciji. Rezultat je
pi [0]αα(q,ω) =
1
V ∑kLL′
|JL′Lα (k+q,k)|2
fL(k)− fL′(k+q)
h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k+q)
, (6.4.5)
pi [2]αα(q,ω) =
1
V ∑kk′∑LL′
| jLL′α (k,k′)|2
fL(k)− fL′(k′)
h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k′)
. (6.4.6)
Ovi doprinosi imaju slicˇnu strukturu kao i doprinosi za jednovrpcˇane sustave [iz-
razi (5.1.7) i (5.2.6)]. Med¯utim, sada uz unutarvrpcˇane doprinose tenzoru vodljivosti
imamo i med¯uvrpcˇane doprinose. U razlicˇitim režimima c´e razlicˇiti doprinosi biti zna-
cˇajni. Nepromijenjen ostaje zakljucˇak da u kvadratnom cˇlanu možemo stvarati realne
parove elektrona i šupljina zahvaljujuc´i relaksaciji impulsa na necˇistoc´ama. U Dodatku
D.3 dobiveni su prethodni rezultati, ali u Matsubarinom formalizmu.
Strujne vršne funkcije u pi [0]αα(q,ω) dobivamo pomoc´u zamjene q′′→ q u (6.3.6),
JLLα (k+q,k) = Jα(k+q,k)(uk+quk+ vk+qvk)≡ Jα(k+q,k)l(k+q,k),
JLLα (k+q,k) = Jα(k+q,k)(uk+qvk− vk+quk)≡ Jα(k+q,k)p(k+q,k).
(6.4.7)
Slicˇno, efektivne strujne vršne funkcije iz (6.4.6) su oblika
jLLα (k,k
′) = jα(k,k′)(ukuk′+ vkvk′)≡ jα(k,k′)l(k,k′),
jLLα (k,k′) = jα(k,k′)(ukvk′− vkuk′)≡ jα(k,k′)p(k,k′).
(6.4.8)
U dugovalnoj granici (q → 0), efektivne strujne vršne funkcije u pi [2]αα(q,ω) ostaju
nepromijenjene. Strujne vršne funkcije u pi [0]αα(q,ω) možemo izvrijedniti. Rezultat je
JLLα (k)≈ Jα(k),
JLLα (k) ∝ (ukvk− vkuk) = 0.
(6.4.9)
To znacˇi da med¯uvrpcˇani doprinos tenzoru vodljivosti, σ [0]αα(q,ω), išcˇezava, a unutar-
vrpcˇani doprinos c´e biti važan samo ako smo na dovoljno visokim temperaturama, jer
5Primijetimo da i u jednovrpcˇanom slucˇaju (Poglavlje 5) i u dvovrpcˇanom slucˇaju za inducirane
struje i korelacijske funkcije koristimo iste oznake.
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je taj doprinos proporcionalan broju termalno aktiviranih nosioca naboja. Stoga mo-
žemo zakljucˇiti da u režimu T ≈ 0, za ω 6= 0, vodec´i cˇlan u tenzoru vodljivosti potjecˇe
od |V (k,k′)|2 doprinosa,
pi [2]αα(ω)≈ 1V ∑kk′∑LL′
| jα(k,k′)|2c2LL′(k,k′)
fL(k)− fL′(k′)
h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k′)
. (6.4.10)
Da bismo skratili zapis ovdje smo uveli oznaku c2LL′(k,k
′) za dvije vrste koherentnih
faktora vrste II,
c2LL′(k,k
′) =
∣∣∣ jLL′α (k,k′)
jα(k,k′)
∣∣∣2 ∈ {l2(k,k′), p2(k,k′)}. (6.4.11)
6.4.1 Vodljivost u BCS supravodicˇima s simetrije u visokoenerget-
skom režimu
Iako je analiza u ovom poglavlju bila opc´enita, sada c´emo se ogranicˇiti na slucˇaj pa-
rametra ured¯enja s simetrije gdje je ∆(k) = ∆. U tom slucˇaju kvazicˇesticˇna disperzija
prikazana je na Slici 6.1.
Slika 6.1: Disperzije Nambuovih kvazicˇestica uzduž linije (−kF ,pi/2a)-(kF ,pi/2a) za
T > Tc (vrpce oznacˇene sa c i c) i T < Tc (vrpce C i C). Zbog ilustrativnosti izbor
parametra procjepa je ∆= 0.06 eV.
Iz Bogoljubovljevih transformacija BCS hamiltonijana, dobili smo da je (Dodatak
D.1)
u2k =
1
2
(
1+
ε(k)
E(k)
)
, v2k =
1
2
(
1− ε(k)
E(k)
)
. (6.4.12)
Primijetimo da oba elementa ovise o k preko ε(k). Množenje izraza (6.4.10) s inden-
titetom
1 =
∫ ∞
−∞
dεδ (ε− ε(k))
∫ ∞
−∞
dε ′δ (ε ′− ε(k′)), (6.4.13)
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omoguc´ava nam znacˇajno pojednostavljenje notacije. Koherentni faktori sada postaju
p2(ε,ε ′) = (uv′− vu′)2 = 1
4
[(
1+
ε
E
) 1
2
(
1− ε
′
E ′
) 1
2 −
(
1− ε
E
) 1
2
(
1+
ε ′
E ′
) 1
2
]2
=
1
4
[
2
(
1− εε
′
EE ′
)
−2
(
1− ε
2
E2
) 1
2
(
1− ε
′2
E ′2
) 1
2
]
=
1
2
(
1− εε
′+∆∆′
EE ′
)
,
(6.4.14)
gdje je E =
√
ε2−∆2 i E ′ =√ε ′2−∆′2. Slicˇno dobivamo
l2(ε,ε ′) =
1
2
(
1+
εε ′+∆∆′
EE ′
)
. (6.4.15)
Tenzor vodljivosti je dan relacijom σαα(q,ω) = (i/ω)piαα(q,ω), što vodi do
σ [2]αα(ω) =
2i
ω
∫ ∞
−∞
dε
∫ ∞
−∞
dε ′ f (k,k′)L∆(ω,ε,ε ′). (6.4.16)
Ovdje smo podintegralnu funkciju faktorizirali na
f (k,k′) =
1
V ∑kk′
∣∣ jα(k,k′)∣∣2δ (ε− ε(k))δ (ε ′− ε(k′)),
L∆(ω,ε,ε ′) =∑
LL′
c2LL′(ε,ε
′)
2
f (EL)− f (EL′)
h¯ω+ ih¯η+EL−EL′
.
(6.4.17)
Izraz (6.4.16) je rezultat za jednocˇesticˇnu ω 6= 0 vodljivost u BCS supravodicˇima s
simetrije. On ovisi o dva faktora. Prvi faktor, f (k,k′), sadrži informaciju o grupnoj
brzini elektrona i o matricˇnom elementu raspršenja V (k,k′). On u potpunosti opisuje
normalno stanje i ne ovisi o procjepu ∆. Njega možemo jednostavno aproksimirati:
buduc´i da su jednocˇesticˇna pobud¯enja znacˇajna samo u blizini Fermijeve plohe, ∆ ∼
|ε − ε ′|  (h¯/τ), vrijedi f (k,k′) ≈ D2(EF)〈〈(1/V )
∣∣ jα(k,k′)∣∣2〉〉FP (ovdje je D(E)
gustoc´a stanja). Drugi faktor, L∆(ω,ε,ε ′), opisuje efekte supravodljivog ured¯enja. Za
T ≈ 0 unutarvrpcˇani doprinos išcˇezava, dok med¯uvrpcˇani doprinos možemo prevesti
na oblik
L∆(ω,ε,ε ′) =
p2(ε,ε ′)
2
(
1−2 f (E ′)
h¯ω+ ih¯η+E+E ′
+
1−2 f (E)
h¯ω+ ih¯η−E−E ′
)
. (6.4.18)
U slucˇaju T ≈ 0 nemamo apsorbcije za h¯ω < ∆, te vrijedi f (E) = f (E ′) = 0. Stoga
realni dio vodljivosti zapisujemo kao
σ1,s(ω) =
2pi
ω
D2(EF)〈〈(1/V )
∣∣ jα(k,k′)∣∣2〉〉FP ∫ ∞−∞ dε
∫ ∞
−∞
dε ′
p2(ε,ε ′)
2
× (δh¯ω,E+E ′+δh¯ω,−E−E ′) . (6.4.19)
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Ovdje δ -funkcije dolaze iz izraza (6.4.18). Prelaskom na varijablu integracije E i E ′
dobivamo
σ1,s(ω) =
pi
ω
D2(EF)〈〈(1/V )
∣∣ jα(k,k′)∣∣2〉〉FP ∫ ∞
∆
dE
Eθ(E2−∆2)√
E2−∆2
×
∫ ∞
∆
dE ′
E ′θ(E ′2−∆′2)√
E ′2−∆′2
(
1− ∆∆
′
EE ′
)(
δh¯ω,E+E ′+δh¯ω,−E−E ′
)
.
(6.4.20)
Ovdje smo u koherentnom faktoru p2(ε,ε ′) izostavili cˇlan sa εε ′, jer on zbog par-
nosti išcˇezava nakon integracije u izrazu (6.4.19). U gornjem izrazu prva δ -funkcija
daje uvjet E ′ = h¯ω−E, a θ -funkcija h¯ω−∆> E. To odgovara pobud¯enju dviju kva-
zicˇestica energija E i E ′. Druga δ -funckija ne daje fizikalan rezultat. Za realni dio
supravodljivosti konacˇno dobivamo
σ1,s(ω) =
pi
ω
D2(EF)〈〈(1/V )
∣∣ jα(k,k′)∣∣2〉〉FP ∫ h¯ω−∆
∆
dE
E(h¯ω−E)−∆2√
E2−∆2
√
(h¯ω−E)2−∆2 .
(6.4.21)
U normalnom stanju vrijedi ∆= 0, pa je omjer visokoenergetske dinamicˇke vodljivosti
u normalnom i supravodljivom stanju s simetrije
σ1,s(ω)
σ1,n(ω)
=
1
h¯ω
∫ h¯ω−∆
∆
dE
E(h¯ω−E)−∆2√
E2−∆2
√
(h¯ω−E)2−∆2 . (6.4.22)
Ovaj rezultat prikazan je na Slici 6.2. U slucˇaju T 6= 0, Fermi-Diracove funkcije ras-
podjele nec´e biti nula te c´emo imati kvazicˇesticˇna pobud¯enja i za h¯ω < ∆.
(a) (b)
Slika 6.2: (a) Mattis-Bardeenov rezultat (6.4.22) za ∆= 3.03 meV. Rezultat je dobiven
zapisom izraza (6.4.22) preko kompletnih elipticˇkih integrala E(α) i K(α), gdje je
α = (ω − 2∆)/(ω + 2∆) [12]. Primijetimo kako kvazicˇesticˇna pobud¯enja nemamo
sve do ω = 2∆ = 6.06 meV, jer moramo stvoriti dvije kvazicˇestice. (b) Apsorbcija
supravodljivog olova na T = 2 K. Puna linija je Mattis-Bardeenov rezultat, dok su
tocˇke eksperimentalne vrijednosti. [12, 26]
Poglavlje 7
Naddopirani kuprati
U potpoglavlju 1.2 saželi smo eksperimentalne rezultate elektrodinamicˇkih svojstava
supravodljivih kuprata. Uzimajuc´i antiferomagnetsku fazu kao ishodišnu, mijenjajuc´i
temperaturu i dopiranje dobivamo cˇetri razlicˇite faze [Slika 1.1(b)]: (i) Fermijeva te-
kuc´ina (desno od naddopiranog supravodljivo ured¯enog stanja) cˇije je glavno svojstvo
puna Fermijeva ploha [Slike 1.6(e,f) i 1.8] (ii) usko podrucˇje iznad optimalno dopi-
ranog supravodljivo ured¯enog stanja koje karakterizira otpornost proporcionalna sa T
[Slika 1.3(b)] (iii) faza s AFM pseudoprocjepom koju karakterizira sužavanje Fermi-
jevih lukova sa smanjivanjem dopiranja od δ ≈ 0.15 do δ ≈ 0.05 i sa snižavanjem
temperature od T ∗ do Tc [Slike 1.5(b) i 1.6(a,b,f)] (iv) supravodljivo ured¯eno stanje
koje karakterizira parametar ured¯enja dx2−y2 simetrije [Slike 1.5(b), 7.2].
U ovom poglavlju c´emo opisati osnovne karakteristike supravodljivo ured¯enog sta-
nje naddopiranih kuprata te istražiti u kojoj mjeri možemo u opisu tog dijela faznog
dijagrama koristiti rezultate prethodnog poglavlja, tj. što treba ucˇiniti da izraze za di-
namicˇku vodljivost iz prethodnih poglavlja prevedemo u formu prikladnu za analizu
naddopiranih kuprata.
7.1 Supravodljivo ured¯eno stanje naddopiranih kuprata
U naddopiranim kupratima razlikujemo temperaturne režime T > Tc i T < Tc. Obicˇni
Drudeov model ne može objasniti vodljivost ni za T > Tc niti za T < Tc. U prvom
slucˇaju vodljivost ovisi o frekvenciji na nacˇin ω−ν , gdje je ν < 2 [Slika 1.2(b)], dok
u drugom slucˇaju imamo znacˇajnu redistribuciju spektralne težine na energijama ma-
njima od 2∆(k) [Slika 1.4(b)]. U oba temperaturna režima imamo smanjenje efek-
tivnog broja nosioca naboja s obzirom na nominalnu koncentraciju elektrona n [Slika
1.5(a)].
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(a) (b)
Slika 7.1: (a) Ovisnost efektivne mase elektrona o frekvenciji (b) Ovisnost relaksa-
cijske funkcije o frekvenciji u La2−xSrxCuO4 porodici kuprata [2]. Oba mjerenja su
izvršena na sobnoj temperaturi.
Slika 7.2: Shematski prikaz parametra ured¯enja dx2−y2 simetrije na kružnoj Fermi-
jevoj plohi centriranoj oko tocˇke M = (pi/a,pi/a). Parametra ured¯enja je nula na
(±kF ,±kF), gdje mijenja predznak. Eksperimentalna Fermijeva ploha prikazana je
na Slici 1.8.
Na Slici 7.1(a) je prikazana ovisnost efektivne mase elektrona me f fαα (ω) u genera-
liziranom Drudeovom modelu o ω . Ona neovisno o dopiranju saturira na me f fαα ≈ 2m.
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To odgovara ukupnom broju nositelja naboja ne f fαα ≈ 0.5 u unutarvrpcˇanoj vodljivosti.
S druge strane, me f fαα (ω = 0) ≈ 5m u naddopiranom režimu govori da je ne f fαα ≈ n/5
efektivan broj nositelja naboja u Drudeovoj unutarvrpcˇanoj vodljivosti te da se sma-
njenje s dopiranjem približno na nacˇin ne f fαα ∝ δ . Ti eksperimentalni rezultati govore
da relaksacijska funkcija Γα(ω) ovisi o frekvenciji, te da u analizi moramo koris-
titi barem jednokomponentni generalizirani Drudeov model1 [izraz (4.5.4)]. Na Slici
7.1(b) vidimo da je ovisnost relaksacijske funkcije o ω neuobicˇajena za sva dopiranja
osim za ona koja odgovaraju naddopiranom režimu. U tom slucˇaju je Γα(ω) ∝ ω2,
što je tipicˇno za Fermijeve tekuc´ine. To je konzistentno s oblikom Fermijeve plohe u
naddopiranim kupratima prikazanim na Slici 1.8. Buduc´i da je Fermijeva ploha zatvo-
rena, te je gušenje h¯/τ(ω) razmjerno malo za h¯ω < 100 meV, moguc´e je prilagoditi
obicˇnu BCS teoriju za studiranje supravodljivog stanja naddopiranih kuprata. Tu nema
nastanka AFM pseudoprocjepa i efekti redistribucije spektralne težine u σαα(ω) vide
se tek na temperaturama blizu Tc (i ispod Tc-a). Mattis-Bardeenov rezultat (6.4.22)
iz prethodnog poglavlja opisuje standardne supravodicˇe (Slika 6.2) sa supravodljivim
parametrom ured¯enja s simetrije. Kod naddopiranih kuprata parametar ured¯enja ima
dx2−y2 simetriju što omoguc´ava kvazicˇesticˇna pobud¯enja sve do ω = 0 [pobud¯enja za
h¯ω < 100meV na Slici 1.4(b)]. To znacˇi da pretpostavka iz potpoglavlja 6.4.1 da je
∆(k) = ∆ ovdje ne vrijedi, te se moramo vratiti na opc´i izraz (6.4.10) koji opisuje
vodec´i cˇlan u tenzoru vodljivosti,
pi [2]αα(ω)≈ 1V ∑kk′∑LL′
| jα(k,k′)|2c2LL′(k,k′)
fL(k)− fL′(k′)
h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k′)
, (7.1.1)
te nac´i nacˇin kako tu sumaciju po potencijama od (H ′1)
2 proširiti do beskonacˇnosti.
7.2 Jednadžba samosuglasnosti za parametar ured¯enja
dx2−y2 simetrije
U primjeru u Dodatku D.3.1 je pokazano kako BCS jednadžba samosuglasnosti (6.2.4)
uz odabir privlacˇne interakcije koja ne ovisi o valnom vektoru (V (k,k′) = −V0 < 0)
vodi do parametra ured¯enja s simetrije (∆(k) = ∆). Kako bismo rješili BCS jed-
nadžbu samosuglasnosti u opc´enitom slucˇaju, možemo pretpostaviti da je V (k,k′) =
λW (k)W (k′). Parametar ured¯enja je sada ∆(k) = ∆W (k).
Najjednostavniji slucˇaj koji opisuje parametar ured¯enja dx2−y2 simetrije je W (k) =
cos(kxa)− cos(kya), tj.
V (k,k′) =V1 [cos(kxa)− cos(kya)]
[
cos(k′xa)− cos(k′ya)
]
, (7.2.1)
1Primijetimo da su velicˇine iz Poglavlja 4, ne f fαα = n
e f f
αα /[1+λα(ω)], Γα(ω) = Γ˜α(ω)[1+λα(ω)] i
me f f (ω)αα = [1+λα(ω)]mαα ekvivalentni nacˇini za razmatranje efekata parametra λα(ω).
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što vodi do
∆(k) = ∆ [cos(kxa)− cos(kya)], (7.2.2)
te do jednadžbe samosuglasnosti (D.3.5),
1
λ
=
1
2N∑k′
W 2(k′)∆(k′)
1−2 fC(k′)
E(k′)
. (7.2.3)
Rješenje jednadžbe c´e biti nešto složenije od rješenja prikazanog na Slici D.1.
7.3 Dinamicˇka vodljivost u supravodljivom ured¯enom
stanju naddopiranih kuprata
Ovaj diplomski rad se bavi razjašnjavanjem svih elemenata koji su potrebni da bismo
razumijeli dinamicˇku vodljivost BCS supravodicˇa s simetrije na temperaturama iznad
i ispod Tc. Rezultati su standardni izrazi (4.5.2) za σαα(ω) pri temperaturama T > Tc,
te (6.4.21) za Re{σαα(ω)} pri temperaturama T < Tc. U naddopiranim kupratima
izraz (4.5.2) je i dalje valjan, te se racˇun vodljivosti σαα(ω) svodi na racˇun memo-
rijske funkcije Mα(k,ω) što može biti prilicˇno složeno, cˇak i u naddopiranom režimu
(jer je me f fαα (ω = 0) ≈ 5m). No, da bismo dobili kvantitiativni opis Re
{
σαα(ω)
}
za
T < Tc potrebno je izracˇunati pi
[2]
αα(ω) za k ovisan parametar ured¯enja, numericˇki ri-
ješiti dobivene sume po k i k′, te potom nacˇiniti resumaciju doprinosa u piαα(ω) po
potencijama od (H ′1)
2 do beskonacˇnosti. To je potrebno ucˇiniti zbog toga što sada
prag za stvaranje jednocˇesticˇnih pobud¯enja nije više 2∆, nego ovisi o valnom vektoru
k na nacˇin 2∆(k) = 2∆[cos(kxa)− cos(kya)] i u tom slucˇaju nije moguc´e nacˇiniti stan-
dardna pojednostavljenja iz Mattis-Bardeen analize (potpoglavlje 6.4). Taj problem
je vrlo složen i ostavljamo ga za buduc´a istraživanja. Potpuno analogno može se is-
tražiti i ovisnost mikrovalne vodljivosti i elektronskih Ramanovih spektara o simetriji
parametra supravodljivog ured¯enja.
Zakljucˇak
U ovom radu smo temeljito istražili osnovne elemente potrebne za razumijevanje di-
namicˇke vodljivosti BCS supravodicˇa s simetrije, te predložili nacˇin poopc´enja Mattis-
Bardeenove analize u slucˇaju s parametrom ured¯enja koji ovisi o valnom vektoru, ilus-
triravši to na primjeru naddopiranih kuprata.
Izveli smo izraze za elektricˇnu vodljivost u Drudeovom i Boltzmannovom forma-
lizmu. Potom smo u aproksimaciji cˇvrste veze istražili vezanje vodljivih elektrona s
elektromagnetskim poljem. Rezultat te analize su izrazi za vršne funkcije Jα(k+q,k) i
γαβ (k+q,k). Pokazali smo da u dugovalnoj granici (q→ 0) te vršne funkcije možemo
izraziti pomoc´u derivacija disperzije elektrona po komponentama valnog vektora.
Za baždarenje preko skalarnog potencijala uvjerili smo se kako je fenomenološko
ukljucˇivanje relaksacijskih procesa (iη → iΓ) u izraz za vodljivost (4.3.19) konzis-
tentno s jednadžbom kontinuiteta. Med¯utim, kako relaksacijska funkcija u jako ko-
reliranim sustavima ovisi o frekvenciji i valnom vektoru, fenomenološki smo uveli
memorijsku funkciju Mα(k,ω) definiranu kao vlastitu energiju elektron-šupljina para.
Pomoc´u nje smo formulirali generaliziranu Drudeovu formulu (4.5.2) koja dobro opi-
suje obicˇne metale i naddopirane kuprate za T > Tc.
Za baždarenje preko vektorskog potencijala ukljucˇili smo raspršenje na staticˇkom
neredu preko efektivnog vezanja vodljivih elektrona i polja Aextα (q, t) na nacˇin kako se
to obicˇno radi u Mattis-Bardeenovoj analizi normalnog stanja BCS supravodicˇa. Novi
element tog pristupa je efektivna strujna vršna funkcija jα(k,k′). Odredili smo dopri-
nos memorijskoj funkciji koji je kvadratan u V (k,k′) [izraz (5.2.12)].
Jednadžbe gibanja operatora gustoc´e u normalnom stanju na prirodan su nacˇin pro-
širene na ured¯eno BCS stanje koristec´i u Nambuovu reprezentaciju. Struktura jed-
nadžbi gibanja ostaje ista, i one daju nulti i kvadratni doprinos u struja-struja korela-
cijskoj funkciji. Zakljucˇak je da u režimu T ≈ 0 < Tc vodec´i cˇlan u tenzoru vodljivosti
potjecˇe od |V (k,k′)|2 med¯uvrpcˇanih doprinosa [izraz (6.4.10)]. Taj rezultat je opc´enit.
Specijalno, za ∆(k) = ∆ reproducirali smo Mattis-Bardeenov rezultat (6.4.21). On vri-
jedi za supravodicˇe s simetrije i zabranjuje kvazicˇesticˇna pobud¯enja sve do h¯ω = 2∆.
Na kraju kratko raspravljamo složeni problem kvantitativnog opisa dinamicˇke vodlji-
vosti naddopiranih kuprata u režimu T < Tc, u kojima supravodljivi parametar ured¯enja
ima dx2−y2 simetriju.
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Dodatak A
Izvodi nekih važnih relacija
A.1 Linearizirana samosuglasna Boltzmanova jednadžba
Derivacije funkcije raspodjele (2.2.11) po tri varijable su oblika
∂ f
∂ t
=−iωg(k)eiq·r−iωt ,
∂ f
∂r
= iqg(k)eiq·r−iωt ,
∂ f
∂k
=
∂ f0 (k)
∂k
+
∂g(k)
∂k
eiq·r−iωt ,
(A.1.1)
gdje derivacije po k pišemo na nacˇin
∂ f0 (k)
∂p
= v(k)
∂ f0 (k)
∂ε (k)
∂g(k)
∂p
=∑
β
∂vβ (k)
∂p
∂g(k)
∂vβ (k)
.
(A.1.2)
Ovdje je v(k) = ∂ε (k)/∂p grupna brzina elektrona. Uvrštavajuc´i gornje elemente u
Boltzmannovu jednadžbu (2.2.9), dobivamo
i
[
ω−q ·v(k)+ iΓ(k)]g(k) = qE ·v∂ f0 (k)
∂ε (k)
+∑
αβ
q
mαβ (k)
Eβ
∂g(k)
∂vα (k)
+
+
q
c
(v(k)×H) ·v(k)∂ f0 (k)
∂ε(k)
+∑
αβ
q
cmαβ (k)
(v(k)×H)α
∂g(k)
∂vβ (k)
.
(A.1.3)
Ovdje je 1/mαβ (k) = ∂ 2ε (k)/∂ pα∂ pβ tenzor reciprocˇne efektivne mase. Trec´i cˇlan
na desnoj strani jednadžbe (A.1.3) išcˇezava, jer je (v(k)×H) · v(k) = 0 po definiciji.
Drugi cˇlan je parna funkcija od kα , pa c´e njegov doprinos u induciranoj struji biti nula.
Zapisom preostalih cˇlanova po komponentama, dobivamo
i [ω−k ·v(k)+ iΓ(k)]g(k) =∑
α
qEαvα(k)
∂ f0(k)
∂ε(k)
+
+∑
α β
q
cmαβ (k)
(v(k)×H)α
∂g(k)
∂vβ (k)
.
(A.1.4)
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A.2 "Parcijalna integracija" efektivne koncentracije vod-
ljivih elektrona
Izraz (2.3.6) za efektivnu koncentraciju elektrona možemo zapisati na nacˇin
ne f fαα =−m
h¯2∑σ
∫ dk
(2pi)d
∂ε(k)
∂kα
∂ f0(k)
∂kα
. (A.2.1)
Ocˇigledno vrijedi
∂
∂kα
{
∂ε (k)
∂kα
f0 (k)
}
=
∂ 2ε (k)
∂k2α
f0 (k)+
∂ε (k)
∂kα
∂ f0 (k)
∂kα
, (A.2.2)
što vodi do
ne f fαα =∑
σ
∫ dk
(2pi)d
m
h¯2
{
∂
∂kα
[
−∂ε (k)
∂kα
f0 (k)
]
+
∂ 2ε (k)
∂k2α
f0 (k)
}
. (A.2.3)
Za odred¯ivanje prvog cˇlana u viticˇastoj zagradi koristimo se trikom. Naime, za konacˇni
q, izraz (A.2.1) možemo zapisati kao
ne f fαα (q) = lim
qα→0
−m
h¯ ∑σ
∫ dk
(2pi)d
1
h¯
∂ε (k)
∂kα
f0 (k+q)− f0 (q)
qα
. (A.2.4)
Ako u prvom pribrojniku podintegralne funkcije izvršimo zamjenu k+ q = k, dobi-
vamo
ne f fαα = lim
qα→0
−m
h¯ ∑σ
∫ dk
(2pi)d
[
vα (k−q) f0 (k)
qα
− vα (k) f0 (k)
qα
]
= lim
qα→0
m
h¯ ∑σ
∫ dk
(2pi)d
f0 (k)
vα (k)− vα (k−q)
qα
=∑
σ
∫ dk
(2pi)d
m
h¯2
∂ 2ε (k)
∂k2α
f0 (k) ,
(A.2.5)
što znacˇi da prvi cˇlan izraza (A.2.3) išcˇezava. Koristec´i definiciju tenzora reciprocˇne
efektivne mase γα β (k) = m∂ 2ε(k)/∂ pα ∂ pβ , dobivamo izraz (2.3.7).
Primjec´ujemo da u 1D slucˇaju izraz (A.2.3) predstavlja rezultat standardne parci-
jalne integracije po kα .
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A.3 Susceptibilnost u aproksimaciji nasumicˇnih faza
U T = 0 formalizmu, zasjenjena dielektricˇna susceptibilnost (zasjenjena naboj-naboj
korelacijska funkcija) definirana je na nacˇin [23]
χ (q, t) =− i
h¯
θ (t)
1
V
〈[ρˆ (q, t) , ρˆ (−q,0)]〉 , (A.3.1)
gdje je ρˆ (q)=∑kσ ec
†
kσck+qσ operator gustoc´e naboja elektronskog podsustava, (3.5.5).
Radi jednostavnosti, susceptibilnost zapisujemo kao χ (q, t) = (1/V )∑kσ eχ (k,q, t),
gdje je
χ (k,q, t) =− i
h¯
θ (t)
〈[(
c†kσck+qσ
)
t , ρˆ (−q,0)
]〉
. (A.3.2)
Ovdje, kao i u glavnom tekstu, podskript t oznacˇava zapis operatora u Heisenbergovoj
slici Aˆt = eiHt/h¯Aˆe−iHt/h¯.
Jedan nacˇin da odredimo χ (k,q, t) je da promotrimo odgovarajuc´u jednadžbu giba-
nja. Kada kombiniramo tu jednadžbu s jednadžbom gibanja za operator
(
c†kσck+qσ
)
t ,
izraz (4.3.1), dobivamo
ih¯
∂
∂ t
χ (k,q, t) =δ (t)
〈[(
c†kσck+qσ
)
t , ρˆ (−q,0)
]〉
− i
h¯
θ (t)
〈[
c†kσck+qσ ,H
]
t , ρˆ (−q,0)
〉
.
(A.3.3)
Gornju jednadžbu gibanja rješavamo racˇunajuc´i komutatore. Koristec´i relacije [c1c2,c3] =
c1 [c2,c3]+ [c1,c3]c2 i
[
c†1c2,c
†
3c4
]
= δ23c†1c4−δ14c†3c2 dobivamo
[
c†kck+q, ρˆ (−q)
]
=∑
k′
[
c†kck+q,c
†
k′ck′−q
]
=∑
k′
(
δk+q,k′c†kck′−q−δk,k′−qc†k′ck+q
)
= c†kck− c†k+qck+q,
(A.3.4)
[
c†kck+q,H0
]
=∑
k′
ε
(
k′
)[
c†kck+q,c
†
k′ck′
]
=−∑
k′
ε
(
k′
)(
δk′,kc†k′ck+q−δk′,k+qc†kck′
)
=− [ε (k)− ε (k+q)]c†kck+q,
(A.3.5)
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[
Hint ,c
†
kck+q
]
=−1
2 ∑k′k′′q′
υq′
[
c†k′+q′ck′c
†
k′′−q′ck′′ ,c
†
kck+q
]
=−1
2 ∑k′k′′q′
υq′
{
c†k′+q′ck′
[
c†k′′−q′ck′′ ,c
†
kck+q
]
+
[
c†k′+q′ck′,c
†
kck+q
]
c†k′′−q′ck′′
}
=−1
2 ∑k′q′
υq′c†k′+q′ck′∑
k′′
(
δk′′,kc†k′′−q′ck+q−δk′′−q′,k+qc†kck′′
)
− 1
2 ∑k′′q′
υq′∑
k′
(
δk′,kc†k′+q′ck+q−δk′+q′,k+qc†kck′
)
c†k′′−q′ck′′
=−1
2 ∑k′q′
υq′
{
c†k+q′c
†
k′−q′ck′ck+q+ c
†
k′+q′c
†
k−q′ck+qck′
−c†k′+q′c†kck+q+q′ck′− c†kc†k′−qck′ck+q−q′
}
.
(A.3.6)
Uvrštavanjem gornja tri komutatora u jednadžbu gibanja (A.3.3) dobivamo šestero-
cˇesticˇne cˇlanove u susceptibilnosti. Stoga koristimo aproksimaciju nasumicˇnih faza,
koja je aproksimacija srednjeg polja u kojoj parove u dvocˇesticˇnim cˇlanovima izraza
(A.3.6) zamjenjujemo njihovim prosjecˇnim vrijednostima (bilješka na str. 42)[
Hint ,c
†
kck+q
]
≈− 1
2 ∑k′q′ 6=0
υq′
[
c†k+q′ck+q〈c†k′−q′ck′〉+ 〈c†k+q′ck+q〉c†k′−q′ck′
+〈c†k−q′ck+q〉c†k′+q′ck′+ c†k−q′ck+q〈c†k′+q′ck′〉
−c†k′+q′ck′〈c†kck+q+q′〉−〈c†k′+q′ck′〉c†kck+q+q′
−c†kck+q−q′〈c†k′−qck〉−〈c†kck+q−q′〉c†k′−qck+ konst.
]
.
(A.3.7)
Koristec´i relaciju 〈c†kck′〉= δk,k′ f (k), gdje je f (k) ponovo Fermi-Diracova raspodjela,
dobivamo da su drugi i trec´i cˇlan jednaki, kao i peti i osmi. Ostali cˇlanovi su nula.
Stoga vrijedi [
Hint ,c
†
kck+q
]
≈ ∑
k′σ ′
υq
[
f (k+q)− f (k)
]
c†k′−q′ck′. (A.3.8)
Uvrštavajuc´i komutatore (A.3.4), (A.3.5) i (A.3.8) u jednadžbu gibanja (A.3.3), te
prelaskom u inverzni prostor, dobivamo
(
h¯ω+ih¯η+ε (k)−ε (k+q))χ (k,q,ω)= ( f (k+q)− f (k))(1+υq ∑
k′σ ′
χ
(
k′,q,ω
))
.
(A.3.9)
Sumirajuc´i po k i po spinu dolazimo do jednadžbe za χ (q,ω)
χ (q,ω) =
1
V ∑kσ
χ (k,q,ω) =
1
V ∑kσ
f (k+q)− f (k)
h¯ω+ ih¯η+ ε (k)− ε (k+q) (1+υqχ (q,ω)) ,
(A.3.10)
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cˇije je rješenje
χRPA (q,ω) =
χ0 (q,ω)
1−υqχ0 (q,ω) . (A.3.11)
Ovdje χ0 (q,ω) oznacˇava neinteragirajuc´u susceptibilnost elektrona,
χ0 (q,ω) =
1
V ∑kσ
f (k+q)− f (k)
h¯ω+ ih¯η+ ε (k)− ε (k+q) . (A.3.12)
A.4 Opc´enite Kubo formule
Kako bismo izveli opc´enite Kubo formule, prvo moramo izvesti jednu važnu relaciju.
Parcijalno c´emo integrirati
ω〈〈A;B〉〉ω =−iω
∫ ∞
0
dteiωte−ηt〈[At ,B0]〉. (A.4.1)
Ovdje su At i B0 operatori zapisan u Heisenbergovoj slici u vremenu t i u t = 0. Koris-
tec´i standardni izraz ∂tAt = (1/ih¯)[A,H], nakon integracije dobivamo
ω〈〈A;B〉〉ω =−i
{
ω
iω−η e
(iω−η)t〈[At ,B]〉
∣∣∣∞
0
− 1
ih¯
∫ ∞
0
dt
ω
iω−η e
(iω−η)t〈[A,H] ,B〉
}
=−i
{
− ω
iω−η 〈[A,B]〉−
1
ih¯
ω
iω−η
∫ ∞
0
dte(iω−η)t〈[A,H] ,B〉
}
.
(A.4.2)
Puštajuc´i adijabatski parametar η u nulu, te koristec´i (A.4.1), konacˇno dobivamo
ω〈〈A;B〉〉ω = 〈[A,B]〉+ 1h¯〈〈[A,H] ;B〉〉ω
= 〈[A,B]〉− 1
h¯
〈〈A; [B,H]〉〉ω .
(A.4.3)
Ovdje drugi red vrijedi zbog moguc´nosti pomicanja vremenske varijable t unazad.
U našem slucˇaju, izraz (4.2.1), imamo
Vpiµµ (q,ω) =− ih¯
∫ ∞
0
dteiωt−ηt〈[Jˆµ (q, t) , Jˆµ (−q,0)]〉ired = 〈〈Jˆµ (q) ; Jˆµ (−q)〉〉iredω .
(A.4.4)
Koristec´i prvi red izraza (A.4.3), za gornju korelacijsku funkciju dobivamo
ω〈〈Jˆµ (q) ; Jˆµ (−q)〉〉iredω = 〈[Jˆµ (q) , Jˆµ (−q)]〉+
1
h¯
〈〈[Jˆµ (q) ,H]; Jˆµ (−q)〉〉iredω .
(A.4.5)
S druge strane, koristec´i drugi red izraza (A.4.3) za drugi pribrojnik gornjeg izraza,
dobivamo
ω〈〈[Jˆµ (q) ,H]; Jˆµ (−q)〉〉iredω = 〈[[Jˆµ (q) ,H], Jˆµ (−q)]〉
− 1
h¯
〈〈[Jˆµ (q) ,H]; [Jˆµ (−q) ,H]〉〉iredω .
(A.4.6)
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Ovdje za ω = 0 ocˇito vrijedi
〈[[Jˆµ (q) ,H], Jˆµ (−q)]〉= 1h¯〈〈[Jˆµ (q) ,H]; [Jˆµ (−q) ,H]〉〉
ired
ω=0. (A.4.7)
Buduc´i da je 〈[Jˆµ (q) , Jˆµ (−q)]〉= 0, konacˇno dobivamo
Vpiµµ (q,ω) = 〈〈Jˆµ (q) ; Jˆµ (−q)〉〉iredω =
1
ω
〈〈[Jˆµ (q) ,H]; Jˆµ (−q)〉〉iredω
=− 1
(h¯ω)2
[
〈〈[Jˆµ (q) ,H]; [Jˆµ (−q) ,H]〉〉iredω −〈〈[Jˆµ (q) ,H]; [Jˆµ (−q) ,H]〉〉iredω=0
]
=− 1
(h¯ω)2
[
Φµµ (ω)−Φµµ (0)
]
.
(A.4.8)
Ovdje smo definirali
Φµµ (ω) = 〈〈[Jˆµ (q) ,H]; [Jˆµ (−q) ,H]〉〉iredω . (A.4.9)
Dodatak B
Vezanje vodljivih elektrona i
elektromagnetskog polja
B.1 Vezanje s vektorskim potencijalom
Pocˇinjemo od neinteragirajuc´eg hamiltonijana (3.4.2). Minimalnom supstitucijom (3.4.5)
dobivamo
H˜0 =−t∑
nσ
4
∑
j=1
c†nσcn+r j σe
(iq/h¯c)Rn·Aext(Rn,t)e−(iq/h¯c)(Rn+r j)·A
ext(Rn+r j,t). (B.1.1)
Ovdje su r j definirani s izrazom (3.4.1). Nakon što se pokrate cˇlanovi sa Rn ostaje
nam
H˜0 ≈−t∑
nσ
4
∑
j=1
c†nσcn+r j σe
−(iq/h¯c)r j·Aext(R,t), (B.1.2)
gdje je R = Rn+(1/2)r j. Buduc´i da tražimo linearni i kvadratni cˇlan u vektorskom
potencijalu, razvijamo eksponencijalnu funkciju do kvadratnog cˇlana te dobivamo
H˜0 '−t∑
nσ
4
∑
j=1
c†nσcn+r j σ
[
1+
(−iq
h¯c
r j ·Aext
(
R, t
))
+
+
1
2
(−iq
h¯c
r j ·Aext
(
R, t
))2]
.
(B.1.3)
Prvi cˇlan u uglatoj zagradi ocˇito odgovara neinteragirajuc´em hamiltonijanu, drugi li-
nearnom vezanju, a trec´i kvadratnom vezanju. Linearni cˇlan zapisujemo kao
Hext1 =
−iqt
h¯c ∑nσ
4
∑
j=1
c†nσcn+r j σr jA
ext (R, t) . (B.1.4)
U reprezentaciji delokaliziranih orbitala
c†n+r j σ =
1√
N∑k
e−ik·Rn−ik·r jc†kσ ,
Aext
(
R, t
)
=∑
q
Aext (q, t)eiq·R,
(B.1.5)
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linearni cˇlan postaje
Hext1 =
−iqt
h¯c ∑nσ
1
N∑q
Aext (q, t) ∑
k1k2
4
∑
j=1
eiq·Rn+iq·r j/2−ik1·Rn+ik2·Rn+ik2·r jc†k1σck2σr j,
(B.1.6)
odnosno
Hext1 =
−iqt
h¯c ∑n
1
N ∑k1k2q
Aext(q)e−k1·Rn+k2·Rn+q·Rnc†k1σck2σ
4
∑
j=1
eik2·r j+iq·r j/2r j.
(B.1.7)
U gornjem izrazu prepoznajemo sumu (1/N)∑n exp{−i(k1−k2−q) ·Rn}= δk1,k2+q,
te stoga uz zapis k2 = k i k1 = k+q dobivamo
Hext1 =−
iqt
h¯c∑kq
Aext (q)
4
∑
j=1
r jeik·r j+iq·r j/2c†k+qσckσ
=−1
c∑qα
Aextα (q)∑
kσ
{( iqt
h¯
) 4
∑
j=1
r jαe−i(k+q/2)·r jc†k+qσckσ
}
.
(B.1.8)
Konacˇni izraz za linearni cˇlan vezanja vodljivih elektrona na vektor potencijala mo-
žemo jezgrovito zapisati kao
Hext1 =−
1
c∑qα
Aextα (q, t)∑
kσ
Jα (k+q,k)c†k+qσckσ
Jα (k+q,k) =
iqt
h¯
4
∑
j=1
r jαe−i(k+q/2)·rj,
(B.1.9)
gdje je Jα (k+q,k) α komponenta strujnog verteksa.
S druge strane, skupljajuc´i trec´e cˇlanove iz uglatih zagrada minimalno supstitu-
iranog hamiltonijana (B.1.3) možemo izraziti kvadratni cˇlan u vezanju sa vektorskim
potencijalom
Hext2 =−t∑
nσ
4
∑
j=1
1
2
[−ie
h¯c
r j ·Aext
(
Rn+ rj, t
)]2
c†nσcn+r j σ
=
e2t
2h¯2c2∑nσ
4
∑
j=1
[
r j ·Aext
(
Rn+ rj, t
)]2
c†nσcn+r j σ .
(B.1.10)
Kao i kod analize linearnog cˇlana, prelazimo na reprezentaciju delokaliziranih orbitala
(B.1.5), te kvadratni cˇlan postaje
Hext2 =
e2t
2h¯2c2∑n
1
N∑σ
4
∑
j=1
{
∑
αβ q′q′′
r jαr jβA
ext
α
(
q′′, t
)
Aextβ (q
′, t)×
× eiq′·(Rn+r j)eiq′′·(Rn+r j) ∑
k1k2
eik·Rneik2·Rn+ik2·r jc†k1σck2σ
}
.
(B.1.11)
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Znajuc´i sumu (1/N)∑n exp{iRn ·(k1+k2+q′+q′′)}= δk1,−k2−q′−q′′ , te stoga vršec´i
zamjenu k2 = k i k1 =−k−q′−q′′, dobivamo
Hext2 =
e2t
2h¯2c2∑σ
4
∑
j=1
{
∑
αβ q′q′′
r jαr jβA
ext
α
(
q′′, t
)
Aextβ (q
′, t)×
×eiq′·r jeiq′′·r j∑
k
eik·r jc†−k−q′−q′′σckσ
}
.
(B.1.12)
Definirajuc´i varijable kao q = q′+q′′, tj. q′′ = q−q′, dobivamo
Hext2 =
e2t
2h¯2c2
4
∑
j=1
∑
αβ q′q
r jαr jβA
ext
α
(
q−q′, t)Aextβ (q′, t)∑
kσ
ei(k+q)·r jc†−(k+q)σckσ
=
e2
2mc2 ∑qq′ αβ
Aextα
(
q−q′, t)Aextβ (q′, t)∑
kσ
(
mt
h¯2
) 4
∑
j=1
r jαr jβ e
−i(k+q)·r jc†k+qσckσ .
(B.1.13)
Na kraju, jezgroviti zapis kvadratnog cˇlana vezanja sa vektorskim potencijalom postaje
Hext2 =
e2
2mc2 ∑qq′ αβ
Aextα
(
q−q′, t)Aextβ (q′, t)∑
kσ
γαβ (k+q,k)c
†
k+qσckσ ,
γαβ (k+q,k) =
mt
h¯2
4
∑
j=1
r jαr jβ e
−i(k+q)·r j .
(B.1.14)
B.2 Veza nabojne i strujne vršne funkcije
Razmatrajuc´i jednadžbu kontinuiteta
ih¯
∂
∂ t
ρˆ (q) = q · Jˆ(q) (B.2.1)
možemo dobiti korisnu relaciju koja povezuje nabojne i strujne vršne funkcije. Buduc´i
da u formalizmu jednadžbi gibanja vrijedi ih¯∂ ρˆ (q)/∂ t =
[
ρˆ (q) ,Hel0
]
, za izbor q =
qα eˆα , rješavamo
h¯qα Jˆα (q) =
[
ρˆ (q) ,Hel0
]
, (B.2.2)
gdje je Hel0 = ∑kσ ε (k)c
†
kσckσ elektronski dio neinteragirajuc´eg hamiltonijana H0.
Znajuc´i oblik operatora gustoc´e naboja (3.5.5), komutator glasi[
c†kσck+qσ ,H
el
0
]
=∑
k′σ
ε
(
k′
)[
c†kσck+qσ ,c
†
k′σ ′ck′σ ′
]
= [ε (k+q)− ε (k)]c†kσck+qσ .
(B.2.3)
Za sve komponente k to znacˇi
h¯qα∑
kσ
Jα (k,k+q)c†kσck+qσ =∑
kσ
eq(k,k+q)c†kσck+qσ , (B.2.4)
što daje izraz (3.5.6)
ih¯Jα (k,k+q)
ε (k+q)− ε (k) =
ie
qα
q(k,k+q) . (B.2.5)
Dodatak C
Racˇun vodljivosti preko sila-sila
korelacijske funkcije
C.1 Izvod sila-sila korelacijske funkcije
Izvest c´emo opc´i oblik sila-sila korelacijske funkcije, te je potom ilustrirati na primjeru
raspršenja elektrona na fononima. Izvod slicˇan ovome može se nac´i u [12], a poopc´enje
metode sa sila-sila korelacijskom funkcijom u [24].
Slicˇno kao i u izvodu Kubo formule, sila-sila korelacijske funkcije dobivamo nakon
dvostruke parcijalne integracije struja-struja korelacijske funkcije
piαα(q, iω) =− 1V
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ〈Tτ Jˆα(q,τ)Jˆα(−q,0)〉. (C.1.1)
Razlika je u tome da ovdje to cˇinimo u temperaturno ovisnom formalizmu. U gor-
njem izrazu Tτ je operator vremenskog ured¯enja. Parcijalno integrirajuc´i s obzirom na
Jˆα(q,τ), dobivamo
piαα(q, iωn) =− 1V
1
iωn
〈Jˆα(q,β )Jˆα(−q,0)− Jˆα(−q,0)Jˆα(q,0)〉
+
1
V
1
iωn
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ
〈
Tτ
dJˆα(q,τ)
dτ
Jˆα(−q,0)
〉
.
(C.1.2)
Prvi cˇlan u gornjem izrazu je konstanta integracije te za njega vrijedi,
〈Jˆα(q,β )Jˆα(−q,0)− Jˆα(−q,0)Jˆα(q,0)〉= Tr(Jˆα(q)e−βH Jˆα(−q)− e−βH Jˆα(−q)Jˆα(q))
= Tr[e−βH(Jˆα(q)Jˆα(−q)− Jˆα(−q)Jˆα(q))]
=−〈[Jˆα(q), Jˆα(−q)]〉
= 0.
(C.1.3)
Ovdje smo u prvom redu iskoristili svojstvo ciklicˇnosti traga. Buduc´i da korelacijska
funkcija ovisi samo o razlici izmed¯u vrijednosti τ varijable, izraz (C.1.2) možemo
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pisati i na nacˇin
piαα(q, iωn) =
1
V
1
iωn
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ
〈
Tτ
[
dJˆα(q,τ ′)
dτ ′
]
τ ′=0
Jˆα(−q,−τ)
〉
. (C.1.4)
Parcijalno integrirajuc´i gornji izraz s obzirom na Jˆα(−q,−τ), dobivamo
piαα(q, iωn) =
1
V
1
(iωn)2
〈[
Jˆα(q),
dJˆα(q,τ ′)
dτ ′
∣∣∣
τ ′=0
]〉
− 1
V
1
(iωn)2
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ
〈
Tτ
[
dJˆα(q,τ)
dτ
][
dJˆα(q,τ ′)
dτ ′
]
τ ′=0
〉
.
(C.1.5)
Prvi cˇlan je ponovo konstanta integracije. Drugi cˇlan ovisi o vremenskoj promjeni
struje (kolicˇine gibanja), te ga stoga nazivamo sila-sila korelacijska funkcija. Buduc´i
da je sila proporcionalna jakosti vezanja V (k,k′), racˇun vodljivosti preko sila-sila ko-
relacijske funkcije je izrazito koristan ako tražimo rješenje do kvadratnog doprinosa
u V (k,k′), jer je upravo on vodec´i cˇlan. Pritom trebamo voditi racˇuna da i konstanta
integracija bude izražena do kvadratnog doprinosa.
Za sila-sila korelacijsku funkciju potrebno je odrediti (dJˆα(q,τ)/dτ) = (1/ih¯)
× [Jˆα(q),H]. U slucˇaju hamiltonijana koji opisuje elektron-fononsko vezanje, izraz
(5.4.1), to se svodi na racˇun komutatora [Jˆα(q),H ′1]. Slicˇnost strukture hamiltonijana
raspršenja na staticˇkom neredu, izraz (5.1.2), sa spomenutim hamiltonijanom, te cˇi-
njenica da elektronski i fononski operatori komutiraju, za rješenje daje isti izraz kao i
(5.3.3), uz zamjenu V (k,k′)→ Vˆ (k,k′)≡ (V (k′,k)/√N)(aq′+a†−q′). Stoga vrijedi
[Jˆα(q),H ′1] = ∑
kk′σ
Vˆ (k,k′)[Jα(k)− Jα(k′)]c†kσck′σ . (C.1.6)
Za konstantu integracije u izrazu (C.1.5) racˇunamo pripadni komutator. Koristec´i
komutatorske relacije iz Dodatka A.3, dobivamo[
Jˆα(q), [Jˆα(q),H ′1]
]
=
=
[
∑
kσ
Jα(k,k+q)c†kσck+qσ , ∑
pp′σ ′
Vˆ (p,p′)[Jα(p)− Jα(p′)]c†pσ ′cp′σ ′
]
=∑
kσ
Jα(k,k+q) ∑
pp′σ ′
Vˆ (p,p′)[Jα(p)− Jα(p′)][c†kσck+qσ ,c†pσ ′cp′σ ′]
=∑
kσ
Jα(k,k+q)∑
pp′
Vˆ (p,p′)[Jα(p)− Jα(p′)]
{
δk+q,pc†kσcp′σ −δk,p′c†pσck+qσ
}
q→0≈ ∑
kk′σ
Jα(k)Vˆ (k,k′)[Jα(k)− Jα(k′)]c†kσck′σ − ∑
kk′σ
Jα(k)Vˆ (k′,k)[Jα(k′)− Jα(k)]c†k′σckσ
= ∑
kk′σ
Vˆ (k,k′)[Jα(k)− Jα(k′)]2c†kσck′σ .
(C.1.7)
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Ovdje smo u dugovalnoj granici u drugom pribrojniku izvršili zamjenu k k′1.
Izraz (C.1.6) govori da je (dJˆα(q,τ)/dτ)∼V (k,k′), te stoga sila-sila korelacijska
funkcija u izrazu (C.1.5) ima kvadratni doprinos u V (k,k′) u vodec´em cˇlanu. S druge
strane, konstanta integracije u izrazu (C.1.5) je linearna u V (k,k′), te zahtjeva razvoj
do kvadratnog cˇlana preko matrice
S(β ) = Tτ exp
{
−i
∫ β h¯
0
dτ H ′1
}
.
Dobivamo,
〈[
Jˆα(q),
dJˆα(q,τ ′)
dτ ′
∣∣∣
τ ′=0
]〉
= Tr
[
e−βH0S(β )
[
Jˆα(q),
dJˆα(q,τ ′)
dτ ′
∣∣∣
τ ′=0
]]
≈−
∫ β h¯
0
dτ
〈
TτH ′1(τ)
[
Jˆα(q),
dJˆα(q,τ ′)
dτ ′
∣∣∣
τ ′=0
]〉
.
(C.1.8)
Ovdje doprinos nultog reda u V (k,k′) išcˇezava, te, buduc´i da je H ′1 ∼ V (k,k′), ostaje
samo kvadratni doprinos kao vodec´i cˇlan. Doprinose viših redova ne razmatramo.
Sada znamo vodec´i cˇlan i u konstanti integracije, izraz (C.1.8), i u sila-sila korela-
cijskoj funkciji za struja-struja korelacijsku funkciju [izraz (C.1.5)]. Oba vodec´a cˇlana
su kvadratna uV (k,k′) i odred¯ena komutatorima (C.1.6) i (C.1.7). Stoga njihovim uvr-
štavanjem u izraz (C.1.5), dobivamo doprinos struja-struja korelacijskoj funkciji koji
je kvadratan u V (k,k′). Rezultat je
pi [2]αα(q, iωn) =− 1V
1
(ih¯ωn)2 ∑kk′σ
[Jα(k)− Jα(k′)]2
∫ β h¯
0
dτ
(
eiωnτ −1) |V (k,k′)|2
N
×〈Tτ
(
c†k+q′σckσ (a
†
q′+a−q′)
)
τc
†
kσck+q′σ (aq′+a
†
−q′)〉.
(C.1.9)
Ovdje cˇlan sa exp{iωnτ} odgovara sila-sila korelacijskoj funkciji kako smo je zvali u
izrazu (C.1.5), dok cˇlan s −1 odgovara konstanti integracije.
1Ako promotrimo komutatore (C.1.6) i (C.1.7) primijec´ujemo da oni imaju istu strukturu. Svakom
sljedec´om parcijalnom integracijom dobivamo dodatni operator gustoc´e struje, Jˆα(q), kao cˇlan komu-
tatora. Njihov broj odred¯uje potenciju razlike strujnih vršnih funkcija, Jα(k)− Jα(k′). Stoga opc´enito
vrijedi
[
Jˆα(q), [Jˆα(q), · · · [Jˆα(q)︸ ︷︷ ︸
n
,H ′1] · · ·
] q→0≈ ∑
kk′σ
Gˆ(k,k′)[Jα(k)− Jα(k′)]nc†kσck′σ .
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C.2 Doprinos koji sadrži vlastitu energiju elektrona
Promotrimo primjer iz (C.1.9) koji u sebi sadrži vlastitu energiju elektrona kao gradivni
element. On vodi do izraza (5.4.5). Fourierove razvoje propagatora
G(k,−τ) = 1
β h¯∑iνn
eiνnτG(k, iνn)
G(k+q′,τ) =
1
β h¯∑iνm
e−iνmτG(k+q′, iνm)
D(q′,−τ) = 1
β h¯∑iωm
eiωmτD(q′, iωm)
(C.2.1)
uvrštavamo u (5.4.5) te dobivamo
Φ[2A1]αα (iωn) = ∑
kk′σ
J2α(k)∑
iνn
∑
iωm
∑
iνm
1
(β h¯)3
∫ β h¯
0
dτ e(iωn+iωm+iνn−iνm)τG(k, iνn)
×G(k+q′, iνm)F (q′, iωm).
(C.2.2)
Ovdje je ponovo F (q′, iνm) = (|V (k,k′)|2/N)D(q′, iνm) kratica za sila-sila korelacij-
sku funkciju. Integracija po vremenu je trivijalna,∫ β h¯
0
dτ e(iωn+iωm+iνn−iνm)τ =
1
i(ωn+ωm+νn−νm)
[
eiβ h¯(ωn+ωm+νn−νm)−1
]
= β h¯δiωn+iωm+iνn,iνm,
(C.2.3)
te na koncu dobivamo
Φ[2A1]αα (iωn) = ∑
kk′σ
J2α(k)
1
(β h¯)2∑iνn∑iωm∑iνm
δiωn+iωm+iνn,iνmG(k, iνn)G(k
′, iνm)F (q′, iωm)
= ∑
kk′σ
J2α(k)
1
(β h¯)2∑iνn∑iωm
G(k, iνn)G(k′, iνn+ iωm+ iωn)F (q′, iωm).
(C.2.4)
Buduc´i da su iνn i iωm nijeme varijable, možemo ih lako redefinirati. Konacˇni rezultat
je izraz (5.4.7). Na isti nacˇin se odred¯uju doprinosi funkciji Φαα(iωn) koji potjecˇu od
2A2 i 2B dijagrama sa Slike 5.2.
Dodatak D
Izvodi za supravodljivo stanje
D.1 Bogoljubovljeve transformacije i matrica transfor-
macije
Kako bismo hamiltonijan (6.1.6) prikazan u {l,k} reprezentaciji doveli u dijagonalni
oblik, uvodimo nove fermionske kvazicˇesticˇne operatore koji su linearna kombinacija
elektronskih operatora stvaranja i poništenja,(
γk↑
γ†−k↓
)
=
(
uk −vk
vk uk
)(
ck↑
c†−k↓
)
≡UkΨk. (D.1.1)
Ovo preslikavanje zovemo Bogoljubovljeva transformacija, a sa Uk oznacˇavamo ma-
tricu transformacije. Funkcije uk i vk su obicˇno realne. Operatori γ zadovoljavaju
antikomutacijske relacije za fermione,
{γkσγ†k′σ ′}= δkk′δσσ ′ {γkσγk′σ ′}= {γ†kσγ†k′σ ′}= 0, (D.1.2)
ako je ispunjen uvjet normiranosti u2k + v
2
k = 1. Uz ovaj uvjet dobivamo inverznu
transformaciju od (D.1.1),(
ck↑
c†−k↓
)
=
(
uk vk
−vk uk
)(
γk↑
γ†−k↓
)
(D.1.3)
Kao i elektronske operatore u izrazu (6.1.5), sada i kvazicˇesticˇne operatore zapisujemo
u Nambuovoj notaciji. Vrijedi
γ†k↑ = c
†
Ck, γ−k↓ = c
†
Ck. (D.1.4)
Sa L ∈ {C,C} oznacˇavamo indekse kvazicˇesticˇnih vrpca u Nambuovoj {Lk} reprezen-
taciji. Matrica transformacije Uk dijagonalizira problem ako je ispunjeno
U†kHelUk =
(
EC(k) 0
0 EC(k)
)
. (D.1.5)
Trebamo odrediti disperzije EL(k) i matricu transformacije Uk.
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Matricˇni oblik Schroedingerove jednadžbe elektrona opisane hamiltonijanom (6.1.6)
je
∑
l′∈{c,c}
Uk(L, l′)
[
∆H ll
′
0 (k)−EL(k)δll′
]
= 0. (D.1.6)
Analogno preslikavanju (D.1.1), definiramo
c†Lk =∑
l
Uk(L, l)c
†
lk. (D.1.7)
Ovdje su Uk(L, l) koeficijenti matrice transformacije. Iz matricˇnog oblika Schroedin-
gerove jednadžbe (D.1.6), za l = c i l = c dobivamo
Uk(L,c) [εc(k)−EL(k)]+Uk(L,c)∆(k) = 0, (D.1.8)
Uk(L,c)∆∗(k)+Uk(L,c)
[
εc(k)−EL(k)
]
= 0. (D.1.9)
Ako podijelimo prethodne izraze dobivamo kvadratnu jedndžbu za EL(k),
E2L(k)+
(−εc(k)− εc(k))EL(k)+ εc(k)εc(k)−∆2(k) = 0. (D.1.10)
Rješenja gornje jednadžbe su upravo disperzije kvazicˇestica u Nambuovoj {Lk} repre-
zentaciji [izraz (6.1.9]).
Uvrštavanjem L=C u izraz (D.1.8), uz oznaku εcc(k) = εc(k)− εc(k), dobivamo
Uk(C,c)
[
εc(k)− 12
√
ε2cc(k)+4∆2(k)
]
+Uk(C,c)∆(k) = 0. (D.1.11)
Zbog unitarnosti gornji izraz možemo zapisati kao
Uk(c,C) =
2∆(k)
εcc(k)+
√
ε2cc(k)+4∆2(k)
Uk(c,C). (D.1.12)
Slicˇno dobivamo i uvrštavanjem L =C u (D.1.8). Elemente matrice transformacije u
izrazu (D.1.3) možemo takod¯er pisati na nacˇin
Uk ≡
(
Uk(l,L) Uk(l,L)
Uk(l,L) Uk(l,L)
)
=
(
cos θ(k)2 sin
θ(k)
2
−sin θ(k)2 cos θ(k)2
)
. (D.1.13)
Ovdje je ispunjen uvjet korespodencije s normalnim stanje, tj. Uk(c,C)→ 1 kada
∆→ 0. Kako bi se uvjerili da ovo jest matrica transformacije u našem slucˇaju, trebamo
izraziti pomoc´nu fazu θ(k) (u pomoc´noj fazi je sadržana cijela ovisnost o valnom
vektoru). Iz izraza (D.1.12) dobivamo
tan
θ(k)
2
=
2∆(k)
εcc(k)+
√
ε2cc(k)+4∆2(k)
. (D.1.14)
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Ovdje vrijedi tan(θ(k)/2) ∈ R za svaki k. Korištenjem trigonometrijskog identiteta
tanθ(k) =
2tan θ(k)2
1− tan2 θ(k)2
, (D.1.15)
za pomoc´nu fazu θ(k) dobivamo
tanθ(k) =
4∆(k)
2(εc(k)− εc(k))
=
∆(k)
ε(k)
.
(D.1.16)
Konacˇno, uvrštavanjem matrice transformacije (D.1.13) u pocˇetni hamiltonijan
(6.1.6), direktno dobivamo dijagonalni oblik hamiltonijana, izraz (6.1.8).
D.2 Izvod BCS jednadžbe samosuglasnosti preko ano-
malne Greenove funkcije
Iz definicije procjepa ∆(k), izraz (6.1.4), proizlazi da trebamo odrediti termodina-
micˇki prosjek operatora bˆ(k). U tu svrhu uvodimo anomalnu Greenovu funckiju1
G(k,τ) = 〈Tτ c−k↓(τ)ck↑(0)〉. Ona opisuje korelaciju izmed¯u elektrona. U normalnom
stanju ona je strogo nula. S druge strane, u supravodljivom stanju imamo sparivanje
elektrona suprotnih valnih vektora i spinova, što znacˇi da su takvi elektroni koreli-
rani. Tu korelaciju opisujemo upravo anomalnom Greenovom funkcijom. Iz definicije
operatora bˆ(k), izraz (6.1.2), imamo
b(k)≡ 〈c−k↓ck↑〉 ≡ 〈c†ckcck〉 ≡ G(k,τ = 0)
=∑
LL′
Uk(c,L)U∗k (c,L
′)〈c†LkcL′k〉
L=L′
= ∑
L
Uk(c,L)U∗k (c,L)GL(k,τ = 0)
=∑
L
Uk(c,L)U∗k (c,L)
1
β ∑iωn
GL(k, iωn)
(D.2.1)
Ovdje smo u drugom retku iskoristili transformaciju iz {lk} u {Lk} reprezentaciju.
Nadalje, u trec´em retku smo izostavili anomalne doprinose u {Lk}, jer korelacije na
razini kvazicˇestica ne postoje ({Lk} je dijagonalna reprezentacija). Buduc´i da su kva-
zicˇestice slobodne cˇestice, njihova Greenova funkcija je po definiciji
GL(k, iωn) =
1
ih¯ωn−ξL(k) . (D.2.2)
1Obicˇna elektronska Greenova funkcija je G(k,τ) = −〈Tτ ckσ (τ)c†kσ (0)〉, a druga anomalna Gre-
enova funkcija je G†(k,τ) = 〈Tτ c†−k↓(τ)c†k↑(0)〉. U dijagonalnoj {Lk} reprezentaciji kvazicˇesticˇna
Greenova funkcija je GL(k,τ) = 〈Tτ cLk(τ)c†Lk(0)〉.
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Ovdje je ξL(k)=EL(k)−µ , gdje je µ kemijski potencijal. Matsubarina suma (1/β )∑iωn GL(k, iωn)
je Fermi-Diracova raspodjela za kvazicˇestice, fL(k) [2]. Stoga, izraz (D.2.1) uz defini-
cju matrice transformacije (D.1.13) postaje
b(k) =−cos θ(k)
2
sin
θ(k)
2
fC(k)+ cos
θ(k)
2
sin
θ(k)
2
fC(k)
=
[
fC(k)− fC(k)
] 1
2
sinθ(k).
(D.2.3)
Za odred¯ivanje sinθ(k) koristimo trigonometrijsku relaciju
sinθ(k) =
1− cosθ(k)
tan θ(k)2
. (D.2.4)
Uvrštavajuc´i izraz (D.1.14) za tan(θ(k)/2), te izraz (D.1.16) za cosθ(k), dobivamo
sinθ(k) =
2∆(k)√
ε2cc+4∆2(k)
=
2∆(k)
ECC(k)
. (D.2.5)
Iz definicije parametra supravodljivog ured¯enja (6.1.4), dobivamo BCS jednadžbu sa-
mosuglasnosti [izraz (6.2.5)].
D.3 Primjeri BCS jednadžbe samosuglasnosti
D.3.1 Primjer 1: Niskotemperaturni supravodicˇi
Najjednostavniji slucˇaj opisuje BCS niskotemperaturne supravodicˇe za koje je ispu-
njena granica slabog vezanja kTc  ωD (ωD oznacˇava Debyevu frekvenciju). On je
definiran sa ∆(k) = ∆(k′) = ∆ 6= 0 iV (k,k′)≈−V0 u rasponu frekvencija−ωD <ω <
ωD. Samosuglasna jednadžba, izraz (6.2.4), nam daje
1 =∑
k′
V0
N
1−2 fC(k′)
2E
=
D(EF)V0
2
∫ ωD
−ωD
dω√
ω2+∆2
eβ
√
ω2+∆2−1
eβ
√
ω2+∆2 +1
=V0D(EF)
∫ ωD
0
dω√
ω2+∆2
tanh
(
β
√
ω2+∆2
2
)
.
(D.3.1)
Ovdje je pretpostavljeno da je gustoc´a stanja u blizini Fermijevog nivoa konstanta, pa
D(EF) stoji ispred integrala. Nadalje, u prvom redu iskoristili smo cˇinjenicu da je
fC(k′) = 1− fC(k′) = [eβE + 1]−1, gdje je E =
√
ω2+∆2. U drugom redu iskoristili
smo parnost podintegralne funkcije. Ponašanje jednadžbe (D.3.1) analiticˇki možemo
izraziti u granicama T → 0 i T → Tc. Za ostale temperature prebacujemo integral u
bezdimenzionalni oblik
η ≈
∫ δ−1 sinhη
0
dz√
1+ z2
tanh
(
1.76
2
δ
τ
√
1+ z2
)
. (D.3.2)
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Ovdje definiramo parametre δ = ∆(T )/∆0, τ = T/Tc, η = 1/(V0D(EF)) i ωD/∆0 =
sinhη . U slabo vezanom slucˇaju za jakost vezanja mora vrijediti V0D(EF) 1 [].
Izborom parametra η i korištenjem univerzalnog zakona za BCS supravodicˇe, ∆0 ≈
1.76kBTc, dobivamo rezultat (Slika D.1).
Slika D.1: Ovisnost parametra supravodljivog ured¯enja o temperaturi u slucˇaju supra-
vodicˇa s simetrije.
D.3.2 Primjer 2: Faktorizirani V (k,k′)
Ako pretpostavimo faktorizaciju jakosti interakcije, V (k,k′) = λW (k)W (k′), iz izraza
(6.2.4) dobivamo
∆(k) =
λ
2N
W (k)∑
k′
W (k′)∆(k′)
1−2 fC(k′)
E(k′)
. (D.3.3)
Množec´i obje strane sa faktorom ∑kW (k)(1−2 fC(k)/E(k)), dobivamo
∑
k
W (k)∆(k)
1−2 fC(k)
E(k)
=
λ
2N
[
∑
k
W 2(k)∆(k)
1−2 fC(k)
E(k)
][
∑
k′
W (k′)∆(k′)
1−2 fC(k′)
E(k′)
]
.
(D.3.4)
Nakon krac´enja, za rezultat dobivamo
1
λ
=
1
2N∑k′
W 2(k′)∆(k′)
1−2 fC(k′)
E(k′)
. (D.3.5)
D.4 Korelacijska funkcija u dvovrpcˇanom sustavu u Mat-
subarinom formalizmu
Cilj nam je izvesti nulti i kvadratni doprinos korelacijskoj funkciji za dvovrpcˇani sus-
tav. U Poglavlju 6 to smo napravili preko formalizma jednadžbi gibanja, a ovdje c´emo
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isti rezultat dobiti u Matsubarinom formalizmu.
Kao i u Dodatku C.1, krec´emo od struja-struja korelacijske funkcije
piαα(q′′, iωn) =− 1V
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ〈Tτ Jˆα(q′′,τ)Jˆα(−q′′,0)〉. (D.4.1)
Za operator gustoc´e struje uzimamo pomoc´ni operator gustoc´e struje za dvovrpcˇani
sustav definiran u izrazu (6.3.4). Iz gornjeg izraza dobivamo
piαα(q′′, iωn) =− 1V ∑kk1
∑
LL′
∑
L1L′1
JL
′L
α (k+q
′′,k)JL1L
′
1
α (k1−q′′,k1)
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ
×〈Tτ c†L′k+q′′(τ)cLk(τ)c†L′1k1−q′′(0)cL1k1(0)〉.
(D.4.2)
Na termodinamicˇki prosjek u gornjem izrazu primjenjujemo Wickov teorem,
〈Tτ · · · 〉=−〈Tτ cL1k1(0)c†L′k+q′′(τ)〉〈Tτ cLk(τ)c†L′1k1−q′′(0)〉
+ 〈Tτ c†L′k+q′′(τ)c†L′1k1−q′′(0)〉〈Tτ cL1k1(0)cLk(τ)〉.
(D.4.3)
Buduc´i da korelacije na razini kvazicˇestica ne postoje, cˇlanovi 〈cc〉 i 〈c†c†〉 išcˇeza-
vaju. Koristec´i definiciju Greenovih funckija za kvazicˇestice (bilješka na str. 70), izraz
(D.4.2) postaje
piαα(q′′, iωn) =
1
V ∑kk1
∑
LL′
∑
L1L′1
JL
′L
α (k+q
′′,k)JL1L
′
1
α (k1−q′′,k1)
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ
×δL′,L1δL,L′1δk1,k+q′′GL′(k+q
′′,−τ)GL(k,τ)
=
1
V
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ∑
k
∑
LL′
JL
′L
α (k+q
′′,k)JLL
′
α (k,k+q
′′)
×GL′(k+q′′,−τ)GL(k,τ).
(D.4.4)
Zbog izraza (6.3.4) vijedi JLL
′
α (k,k+q′′) = JL
′L
α (k+q′′,k), pa stoga imamo
piαα(q′′, iωn) =
1
V ∑k ∑LL′
∣∣JL′Lα (k+q′′,k)∣∣2 ∫ β h¯
0
dτ eiωnτGL′(k+q′′,−τ)GL(k,τ).
(D.4.5)
Kako bismo izracˇunali gornji integral potrebno je izvršiti Fourierov razvoj propagatora
[izraz (C.2.1)]. Dobivamo
IL′L =
∫ β h¯
0
dτ eiωnτ
1
β 2 ∑ipnipm
eipnτGL′(k+q′′, ipn)e−ipmτGL(k, ipm)
= ∑
ipnipm
GL′(k+q′′, ipn)GL(k, ipm)
1
β 2
∫ β h¯
0
dτ eiτ(ωn+pn−pm)
=
1
β ∑ipm
GL′(k+q′′, ipm− iωn)GL(k, ipm)
(D.4.6)
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Ovdje je integral u drugom redu βδ (pm−ωn− pn). Nakon redefirniranja nijeme vari-
jable izraz (D.4.5) postaje
piαα(q′′, iωn) =
1
V ∑k ∑LL′
∣∣JL′Lα (k′′,k)∣∣2 1β ∑ipmGL(k, ipm)GL′(k′′, ipm+ iωn). (D.4.7)
Buduc´i da su kvazicˇestice slobodne cˇestice, Matsubarina suma za kvazicˇesticˇne Gre-
enove funkcije je jednaka Matsubarinoj sumi neinteragirajuc´ih Greenovih funkcija.
Rješenje takve sume je eksplicitno dano u vec´ini prikaza Matsubarinog formalizma
[12]. Konacˇno, struktura doprinosa korelacijskoj funkciji za dvovrpcˇani sustav je
(k′′ = k+q′′)
piαα(q′′,ω) =
1
V ∑k ∑LL′
∣∣JL′Lα (k′′,k)∣∣2 fL(k)− fL′(k′′)h¯ω+ ih¯η+EL(k)−EL′(k′′) . (D.4.8)
Ovdje smo izvršili analiticˇko produljnje iω → ω+ iη . Iako u nazivniku kvazicˇesticˇne
Greenove funkcije imamo ξL(k) = EL(k)−µ , u izrazu (D.4.8) kemijski potencijali µ
se pokrate.
Konacˇno, doprinos korelacijskoj funkciji u nultom redu u V (k,k′) možemo po-
vratiti zamjenom q′′ → q u gornjem izrazu. Dobivamo upravo doprinos (6.4.5). U
tom slucˇaju strujne vršne funkcije u dugovalnoj granici postaju upravo Jα(k) iz iz-
raza (6.4.7). Kvadratni doprinos dobivamo zamjenom JL
′L
α (k′′,k)→ jL
′L
α (k−q′,k) i
sumirajuc´i po q′. U tom slucˇaju dobivamo upravo doprinos (6.4.6).
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